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O nouă aplicat
,
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Rezumatul etapei

Obiectivul specific corespunzător primei etape a proiectului (desfăs,urată ı̂n perioada aprilie 2025 – iulie 2025) este:
O1. Analiză de performant, ă a algoritmului VR-WL-RLS-NKP-DCD, ı̂n funct, ie de parametrul de descompunere P .

În cadrul acestei etape de cercetare au fost ı̂ndeplinite toate activităt, ile asociate acestui obiectiv specific, prevăzute
ı̂n planul de realizare a proiectului, după cum urmează:
1. Analiză de convergent, ă s, i de stare stabilă pentru algoritmul WL-RLS-NKP-DCD, relat, ionat la parametrul de
descompunere P .
2. Proiectarea unei metode practice pentru setarea parametrului P ı̂n interiorul algoritmului.
3. Proiectarea algoritmului VR-WL-RLS-NKP-DCD cu parametru de descompunere variabil.
4. Evaluare performant,e folosind simulări ı̂n Matlab.
5. Publicare articol ı̂ntr-o revistă ISI Q1/Q2.
6. Elaborare documentat, ie pentru analiză de performant, ă algoritm VR-WL-RLS-NKP-DCD.

Rezultatele din cadrul acestei etape de cercetare au fost publicate ı̂n lucrările [1, 2] din lista de referint,e.

1 Introducere

Datorită capacităt, ii lor de a opera ı̂n medii variabile ı̂n timp, filtrele adaptive sunt frecvent utilizate pentru a rezolva
probleme reale de identificare a sistemelor necunoscute [3]. Cu toate acestea, apar provocări semnificative atunci
când sunt folosite pentru identificarea răspunsurilor la impuls cu lungimi mari, ı̂n special ı̂n conjunct, ie cu algoritmi
rapid convergent, i (dar mai complecs, i), cum ar fi algoritmul recursiv al celor mai mici pătrate (recursive least-squares -
RLS) [4]. Des, i versiunile rapide ale algoritmului RLS reduc volumul de calcul [5, 6, 7], acestea se confruntă cu limitări
atunci când operează cu filtre adaptive de lungime mare, ı̂n ceea ce prives,te convergent,a, capacitatea de urmărire
(tracking) s, i acuratet,ea solut, iilor lor. Recent, o tehnică bazată pe descompunere a fost aplicată cu succes ı̂n astfel
de scenarii dificile de identificare a sistemelor [8]. Aceasta exploatează cea mai apropiată descompunere a produsului
Kronecker (nearest Kronecker decomposition - NKP) a răspunsului la impuls (de lungime mare) care urmează să fie
identificat, ı̂n conjunct, ie cu aproximări de rang scăzut. Prin urmare, algoritmii bazat, i pe RLS dezvoltat, i folosind
această abordare s-au dovedit a fi alegeri atractive ı̂n mai multe aplicat, ii legate de mediul acustic [9, 10, 11]. În plus,
aces,tia ar putea fi utilizat, i ı̂n diverse alte cadre de lucru, deoarece descompunerea bazată pe NKP a fost aplicată
recent ı̂n contextul multor aplicat, ii importante, de exemplu, [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18].

Alegerea parametrului de descompunere al algoritmului RLS bazat pe abordarea NKP, s, i anume RLS-NKP [9],
influent,ează performant,a generală a filtrului adaptiv. Acest parametru este legat de acuratet,ea aproximărilor de
rang scăzut. Considerând un răspuns la impuls de lungime L = L1L2 (cu L1 ≥ L2), algoritmul RLS-NKP ı̂s, i obt, ine
estimarea prin combinarea coeficient, ilor a două filtre adaptive de lungimi PL1 s, i PL2, unde P este parametrul de
descompunere, cu P < L2. Solut, ia de rang complet” corespunde lui P = L2, ı̂n timp ce ı̂n majoritatea aplicat, iilor
care implică sisteme de rang scăzut avem de-a face cu P ≪ L2. De exemplu, ı̂n anularea ecoului de ret,ea, putem
opera cu o valoare foarte mică a lui P (de exemplu, ı̂n vecinătatea lui L2/8), ı̂n timp ce răspunsurile la impulsuri
acustice pot fi modelate folosind o valoare mai mare a parametrului de descompunere (de exemplu, aproape de L/2)
[9]. Cu toate acestea, ı̂n locul setării a priori a valoarii lui P pe baza acestor considerat, ii empirice, ar fi util să se
găsească o modalitate mai practică de a seta acest parametru.

În cadrul acestei etape a proiectului, propunem o solut, ie simplă care implică o etapă de preprocesare ı̂n primele
NL iterat, ii ale algoritmului, cu N ≥ 1. În acest scop, algoritmul de proiect, ie afină (APA) [19] este utilizat pentru
a obt, ine o estimare preliminară a răspunsului la impuls, care este ulterior remodelat (prin vectorizare inversă)
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ı̂ntr-o matrice corespunzătoare de dimensiunea L1 × L2. Apoi, descompunerea ı̂n valori singulare (SVD) a acestei
matrice oferă baza pentru alegerea parametrului de descompunere P al algoritmului RLS-NKP, care va fi utilizat ı̂n
următoarele iterat, ii ale filtrului adaptiv.

Ca s, i aplicat, ie directă, anularea ecoului acustic stereofonic (stereophonic acoustic echo cancellation - SAEC)
necesită identificarea a patru răspunsuri la impuls necunoscute corespunzătoare a patru perechi difuzor-microfon.
Dezvoltările recente ı̂n domeniul filtrelor adaptive pentru configurat, iile SAEC au permis gestionarea unui singur
răspuns la impuls adaptiv cu valori complexe, ı̂n loc de cele patru filtre adaptive clasice cu valori reale. Având cadrul
de lucru simplificat oferit de modelul liniar ı̂n sens larg (widely linear - WL), au fost utilizate versiuni mai avansate
ale metodei recursive a celor mai mici pătrate (RLS) pentru a profita de vitezele lor superioare de urmărire atunci
când se lucrează cu semnale de intrare puternic corelate (cum ar fi vorbirea). În ciuda performant,elor s, i stabilităt, ii
numerice oferite de utilizarea versiunilor ponderate exponent, ial ale familiei RLS ı̂n combinat, ie cu metodele de căutare
a liniilor (line search method - LSM), configurat, iile SAEC au capacităt, i limitate de atenuare a efectelor negative
cauzate de perturbat, iile de nivel ridicat care afectează cele două semnale de microfon. Acesta este cazul scenariilor
de dublă vorbire (double-talk - DT), care reduc considerabil precizia actualizării sistemului adaptiv. Acest proiect
analizează o tehnică de regularizare pentru filtrele adaptive WL-RLS-LSM, prin ajustarea matricei de corelat, ie
asociată semnalelor de intrare s, i crearea unei react, ii ı̂n procesul de actualizare. Metoda propusă este concepută
pentru a ı̂ncetini considerabil (sau chiar a ı̂nghet,a) procesul de adaptare ı̂n timp ce se manifestă perturbat, ia.

2 Analiza de performant
,
ă in funct

,
ie de parametrul de descompunere

Să luăm ı̂n considerare un filtru adaptiv act, ionat de semnalul de intrare cu medie zero x(n), la indicele de timp
discret n, s, i având disponibilă secvent,a de referint, ă d(n), funct, ionând ı̂n cadrul unui scenariu de identificare a unui
sistem liniar cu o singură intrare s, i o singură ies, ire (single input single output - SISO). Scopul principal este de a
identifica un răspuns impulsional necunoscut de lungime L, având coeficient, ii grupat, i ı̂n vectorul h. În acest context,
semnalul de referint, ă are ca rezultat d(n) = hTx(n) +w(n), unde T reprezintă operatorul de transpunere, x(n) este
un vector care cont, ine cele mai recente L es,antioane temporale ale semnalului de intrare, iar w(n) este un zgomot
aditiv cu medie zero, care este necorelat cu x(n). Pentru simplitate, considerăm că toate secvent,ele sunt cu valori
reale. Cu toate acestea, extinderea la cazul complex este simplă.

Semnalul de control al filtrului adaptiv este eroarea a priori, care este definită ca e(n) = d(n) − ĥT (n − 1)x(n),

unde ĥ(n− 1) reprezintă o estimare a h la indicele de timp n− 1. În cazul algoritmului RLS convent, ional, urmând
criteriul de optimizare prin metoda celor mai mici pătrate (LS) bazat pe funct, ia sa specifică de cost, regula de

actualizare devine ĥ(n) = ĥ(n− 1) + k(n)e(n), unde k(n) este vectorul de amplificare Kalman de lungime L [4].
Pe de altă parte, algoritmul RLS-NKP [9] ı̂s, i obt, ine estimarea pe baza unei combinat, ii de seturi mai scurte de

coeficient, i, astfel ı̂ncât ĥ(n) =
∑P

p=1 ĥ2,p(n) ⊗ ĥ1,p(n), unde ĥ1,p(n) s, i ĥ2,p(n) au lungimile L1 s, i respectiv L2, cu
L1L2 = L, L1 ≥ L2 s, i P < L2; operatorul ⊗ denotă produsul Kronecker. Prin urmare, semnalul de eroare a priori
poate fi exprimat ı̂n două moduri echivalente, vizând separarea celor două seturi de coeficient, i:

e(n) = d(n)− ĥ
T

1 (n− 1)x2(n) = d(n)− ĥ
T

2 (n− 1)x1(n),

unde ĥ1(n−1) =
[
ĥT
1,1(n− 1) · · · ĥT

1,P (n− 1)
]T

s, i ĥ2(n−1) =
[
ĥT
2,1(n− 1) · · · ĥT

2,P (n− 1)
]T

au lungim-

ile PL1 s, i PL2, respectiv,

x1(n) =




[
IL2

⊗ ĥ1,1(n− 1)
]T

x(n)

...[
IL2

⊗ ĥ1,P (n− 1)
]T

x(n)



, x2(n) =




[
ĥ2,1(n− 1)⊗ IL1

]T
x(n)

...[
ĥ2,P (n− 1)⊗ IL1

]T
x(n)



,

s, i IL1
s, i IL2

reprezintă matricile identitate de dimensiuni L1×L1 s, i respectiv L2×L2. Pe baza expresiilor echivalente
anterioare ale semnalului de eroare a priori, se pot construi două funct, ii de cost urmând criteriul LS s, i considerând o
strategie de optimizare biliniară (adică, unul dintre sisteme este fixat ı̂n cadrul criteriului de optimizare al celuilalt).
În final, actualizările algoritmului RLS-NKP au ca rezultat

ĥ1(n) = ĥ1(n− 1) + k2(n)e(n), (1)

ĥ2(n) = ĥ2(n− 1) + k1(n)e(n), (2)
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Figure 1: (a) Răspunsul la impuls acustic (L = 500) s,i (b) valorile singulare ale matricei H (dimensiunea 25 × 20), corespunzătoare
răspunsului la impuls din (a).

unde k2(n) s, i k1(n) sunt doi vectori Kalman de lungimi PL1 s, i respectiv PL2, care pot fi calculat, i as,a cum se
arată ı̂n [9]. Practic, algoritmul RLS-NKP combină (prin intermediul produsului Kronecker) coeficient, ii filtrelor
adaptive mai scurte din (1) s, i (2), pentru a obt, ine estimarea răspunsului global la impuls. În consecint, ă, ordinul
său de complexitate este proport, ional cu O

[
(PL1)

2 + (PL2)
2 + PL

]
, unde ultimul termen corespunde produselor

Kronecker. Pe de altă parte, algoritmul RLS convent, ional necesită o cantitate de calcul de O
(
L2

)
. Astfel, algoritmul

RLS-NKP poate fi semnificativ mai put, in costisitor (pentru P ≪ L2) ı̂n comparat, ie cu omologul său convent, ional.
Parametrul de descompunere al algoritmului RLS-NKP este legat de acuratet,ea aproximării de rang inferior a

răspunsului la impuls h =
[
h1 h2 · · · hL

]T
, cu L = L1L2 (L1 ≥ L2). Să luăm ı̂n considerare matricea asociată

H = ivec (h) =
[
h1 h2 · · · hL2

]
de dimensiunea L1 × L2, unde ivec(•) denotă operat, ia de vectorizare inversă

s, i hl =
[
h(l−1)L1+1 h(l−1)L1+2 · · · hlL1

]T
, l = 1, 2, . . . , L2 sunt vectori de lungime L1. Evident, rangul maxim

al acestei matrice este L2, ı̂nsă acest lucru este rar valabil ı̂n practică, unde majoritatea sistemelor (acustice) au rang
scăzut, adică rang(H) = P < L2. Această caracteristică poate fi evaluată pe baza descompunerii SVD a H [8]. Cu
cât valorile singulare ale lui H scad mai repede spre zero, cu atât sistemul este mai departe de rangul complet. Un
exemplu ı̂n acest sens este furnizat ı̂n Fig. 1, unde este reprezentat un răspuns la impuls acustic măsurat (de lungime
L = 500), ı̂mpreună cu valorile singulare ale matricei sale corespunzătoare (de dimensiune L1×L2 = 25×20). Pe baza
acestui grafic, valoarea lui P ar putea fi aleasă ı̂n vecinătatea lui L2/2. Cu toate acestea, deoarece răspunsul la impuls
real nu este disponibil ı̂n aplicat, ii din lumea reală, valoarea lui P ar putea fi stabilită a priori pe baza unor considerat, ii
empirice sau ar putea fi estimată ı̂ntr-un mod mai practic, as,a cum se propune ı̂n cele ce urmează. Mai ı̂ntâi, să
considerăm că o estimare a răspunsului la impuls este disponibilă la momentul NL, cu N ≥ 1. Prin urmare, as,a cum

s-a explicat anterior, coeficient, ii lui ĥ(NL) pot fi remodelat, i ı̂n matricea corespunzătoare Ĥ(NL) = ivec
[
ĥ(NL)

]

de dimensiune L1 × L2. Valorile singulare ale acestei matrice sunt σl, l = 1, 2, . . . , L2, cu σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σL2
≥ 0.

Astfel, valoarea (minimă) a lui P poate fi selectată folosind un prag predefinit, astfel ı̂ncât

P∑

p=1

σp ≥ ζ

L2∑

l=1

σl, (3)

unde 0 ≪ ζ < 1. Condit, ia anterioară poate fi interpretată s, i ı̂n termenii normei ℓ1, care este de obicei

legată de raritate. Astfel, (3) poate fi rescris ca ∥σP ∥1 ≥ ζ ∥σ∥1, unde σP =
[
σ1 σ2 · · · σP

]T
s, i

σ =
[
σ1 σ2 · · · σL2

]T
. Cu alte cuvinte, cu cât vectorul σ este mai rar, cu atât valoarea lui P poate fi

mai mică. Pentru a obt, ine o estimare a răspunsului la impuls care poate fi utilizată pentru a evalua (3), propunem
să folosim standardul APA [19] ı̂n primele iterat, ii NL. Actualizarea sa este definită de relat, ia:

ĥ(n) = ĥ(n− 1) + µX(n)
[
δ +XT (n)X(n)

]−1
e(n), (4)

unde µ parametrul de mărime a pasului (cu 0 < µ ≤ 1), X(n) =
[
x(n) x(n− 1) · · · x(n−M + 1)

]
este o

matrice de dimensiunea L×M , unde M reprezintă ordinea de proiect, ie, δ > 0 este o constantă de regularizare, iar

e(n) = d(n)−XT (n)ĥ(n−1), unde d(n) =
[
d(n) d(n− 1) · · · d(n−M + 1)

]T
. Motivul pentru alegerea APA
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Figure 2: Valorile singulare ale matricei Ĥ(NL) corespunzătoare estimării ĥ(NL) obt,inută prin APA (folosind µ = 1 s,i M = 8) după
NL iterat,ii, cu L = 500 s,i (a) N = 1, (b) N = 5 s,i (c) N = 10. Semnalul de intrare este vorbirea s,i ENR = 20 dB.

este dublu. În primul rând, acest algoritm are o complexitate computat, ională moderată, care este proport, ională cu
O(ML); de asemenea, inversiunea matricei necesară ı̂n (4) poate fi evitată prin utilizarea diferitelor tehnici alternative
[20]. În al doilea rând, posedă caracteristici bune de convergent, ă, ı̂n special pentru semnale de intrare corelate (de
exemplu, cum ar fi vorbirea). Rezumând, algoritmul rezultat foloses,te APA din (4) ı̂n primele iterat, ii NL (cu

N ≥ 1), pentru a oferi estimarea ĥ(NL). Apoi, calculăm valorile singulare ale matricei corespunzătoare, Ĥ(NL), s, i
selectăm valoarea lui P pe baza (3). În final, această valoare a parametrului de descompunere este utilizată ı̂n cadrul
algoritmului RLS-NKP. De asemenea, condit, ia din (4) ar putea fi verificată periodic, pentru a ajusta valoarea lui
P . Cu toate acestea, această procedură ar putea afecta s, i configurat, ia de descompunere a algoritmului RLS-NKP s, i
dimensiunea variabilelor sale, astfel ı̂ncât nu ar trebui utilizată frecvent.

Experimentele sunt efectuate ı̂ntr-un scenariu de anulare acustică a ecoului, cu scopul de a identifica răspunsul
la impuls din Fig. 1(a), cu L = 500. În acest caz, descompunerea este efectuată folosind L1 = 25 s, i L2 = 20.
Semnalul de intrare este o secvent, ă de vorbire ı̂nregistrată, cu o rată de es,antionare de 8 kHz. Ies, irea căii de ecou
(adică semnalul de ecou) este coruptă de un zgomot gaussian alb, astfel ı̂ncât raportul ecou-zgomot (echo-to-noise
ratio - ENR) este de 20 dB. Măsura performant,ei este dezalinierea normalizată (normalized misalignment), care este

evaluată (̂ın dB) ca 20log10

[∥∥∥h− ĥ(n)
∥∥∥
2
/ ∥h∥2

]
, unde ∥·∥2 este norma ℓ2. Parametrii specifici ai APA sunt setat, i

la µ = 1 (adică cel mai rapid mod de convergent, ă) s, i M = 8, vizând o estimare destul de fiabilă după primele
NL iterat, ii; de asemenea, constanta de regularizare este setată la δ = 20Mσ2

x, unde σ2
x este variant,a semnalului

de intrare [21]. În general, N ar trebui limitat la valori rezonabil de mici. Influent,a sa este analizată ı̂n Fig. 2,

unde valorile singulare ale Ĥ(NL) sunt reprezentate pentru diferite valori ale N ; semnalul de intrare este vorbirea
s, i ENR = 20 dB. După cum putem observa, chiar s, i pentru valori mici ale N , putem obt, ine un set fiabil de valori
singulare. De exemplu, folosind o rată de es,antionare de 8 kHz, valoarea N = 5 ı̂nseamnă că estimarea furnizată de
APA este obt, inută ı̂n aproximativ 0,3 secunde.

Algoritmul RLS-NKP care utilizează APA (pentru setarea parametrului de descompunere) va fi denumit RLS-
NKP-A. Performant,a acestui algoritm (folosind N = 5) este analizată ı̂n Fig. 3 pentru diferite valori ale parametrului
prag ζ din condit, ia (3), care duc la diferite valori ale P . Factorii de uitare ai algoritmului bazat pe RLS sunt setat, i
la valorile lor maxime (adică egali cu unu) [9], concentrându-se doar pe nivelul de nealiniere, adică pe acuratet,ea
estimării. Trebuie ment, ionat că ı̂ntr-un scenariu de urmărire, aceste valori ar trebui reduse ı̂n mod corespunzător.
APA convent, ional care utilizează µ = 1 s, i M = 8 este, de asemenea, introdus ı̂n comparat, ii, ca algoritm de referint, ă.

După cum putem observa ı̂n Fig. 3, RLS-NKP-A depăs,es,te performant,a algoritmului de referint, ă, atingând o
rată de convergent, ă similară cu APA utilizând cea mai mare dimensiune a pasului (µ = 1), dar atingând niveluri
de nealiniere semnificativ mai mici. În partea init, ială de convergent, ă a RLS-NKP-A, putem observa momentul de
”comutare”, când algoritmul comută de la APA la actualizarea RLS-NKP. Pentru a ı̂mbunătăt, i acuratet,ea APA de
referint, ă (adică pentru a reduce nealinierea acesteia), dimensiunea pasului µ sau ordinul de proiect, ie M ar trebui
reduse, dar cu rate de convergent, ă mai lente. Valorile lui P generate pe baza estimării APA (după primele iterat, ii
NL) sunt rezonabil mai mici ı̂n comparat, ie cu L2 = 20, adică ı̂n vecinătatea lui L/2.
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Figure 3: Dezalinierea normalizată a APA (folosind µ = 1 s,i M = 8) s,i RLS-NKP-A (cu L1 = 25, L2 = 20 s,i N = 5), pentru diferite
valori ale lui ζ din (3). Semnalul de intrare este vorbirea, L = 500 s,i ENR = 20 dB.

Figure 4: Modelul WL pentru sisteme SAEC.

3 Algoritmi de tip VR-WL-RLS pentru SAEC

Pentru configurat, ia SAEC (Fig. 4), semnalele generate de cele două difuzoare reprezintă informat, iile de intrare.
Notăm indicele de timp discret cu n s, i scriem semnalele acustice corespunzătoare prin xLc

(n) (pentru canalul stâng),
respectiv prin xRc

(n) (pentru canalul drept). Modelul WL combină cele două semnale cu valori reale ı̂ntr-o singură
notat, ie cu valori complexe s, i se scrie:

x(n) = xLc
(n) + jxRc

(n), (5)

unde j =
√
−1 [22, 23]. În mod corespunzător, putem exprima cei doi vectori N ×1 care cuprind ultimele es,antioane

asociate cu cele două canale acustice sub formele

xLc
(n) = [xLc

(n) xLc
(n− 1) · · · xLc

(n−N + 1)]T , (6)

xRc
(n) = [xRc

(n) xRc
(n− 1) · · · xRc

(n−N + 1)]T , (7)

unde exponentul T reprezintă operatorul de transpunere. De asemenea, putem cumula toate informat, iile de intrare
ı̂ntr-un singur vector cu N × 1 valori complexe, astfel:

x(n) = xLc
(n) + jxRc

(n). (8)

În plus, notăm prin ht,LcLc
, ht,LcRc

, ht,RcLc
, respectiv ht,RcRc

, cele patru răspunsuri la impuls de dimensiuni
N ×1 asociate cu căile de ecou difuzor-microfon. Es,antioanele de ies, ire corespunzătoare canalelor stâng s, i drept sunt
obt, inute prin utilizarea intrărilor din (6), respectiv (7) [23, 24] s, i se pot scrie

yLc
(n) = hT

t,LcLc
xLc

(n) + hT
t,RcLc

xRc
(n), (9)

yRc
(n) = hT

t,LcRc
xLc

(n) + hT
t,RcRc

xRc
(n), (10)
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unde se poate exprima s, i un semnal de ies, ire cu valori complexe sub forma

y(n) = yLc
(n) + jyRc

(n). (11)

Cele patru răspunsuri la impuls acustice cu valori reale pot fi combinate ı̂n două sisteme complexe cu valori N ×1

hα =
ht,LcLc

+ ht,RcRc

2
+ j

ht,RcLc
− ht,RcRc

2
, (12)

hβ =
ht,LcLc

− ht,RcRc

2
− j

ht,RcLc
+ ht,LcRc

2
, (13)

s, i se poate introduce o singură notat, ie pentru gestionarea tuturor căilor de ecou cu valori reale de la difuzor la
microfon, sub forma unui răspuns la impuls complex cu 2N × 1 valori, utilizând operat, ia de intret,esere:

ht = [hα,0 hβ,0 . . . hα,N−1 hβ,N−1]
T
, (14)

unde hα,l s, i hβ,l, cu l = 0, 1, . . . , N − 1, sunt elementele vectorilor hα s, i hβ [22]. Informat, ia de intrare poate fi, de
asemenea, aranjată prin utilizarea operat, iei de intercalare. Scriem vectorul complex cu 2N × 1 valori

xin(n) = [x(n) x∗(n) . . . x(n−N + 1) x∗(n−N + 1)]
T
, (15)

s, i putem obt, ine o expresie mai simplă pentru rezultatul complex, astfel:

y(n) = hH
t xin(n). (16)

unde H reprezintă operatorul hermitic [22]. Cu ajutorul gestionării ı̂mbunătăt, ite oferite de modelul WL, scriem s, i
semnalul de referint, ă complex ca

d(n) = y(n) + w(n), (17)

unde w(n) = wLc
(n) + jwRc

(n) reprezintă zgomotul complex care afectează canalele microfonului. Componentele
sale corespunzătoare [adică wLc

(n), respectiv wRc
(n)] nu sunt corelate cu semnalele difuzorului. Mai mult, având

ı̂n vedere estimarea complexă ỹ(n) generată de sistemul SAEC pentru ies, irea y(n), prin utilizarea unui singur filtru

adaptiv h̃(n) cu 2N × 1 coeficient, i complecs, i, eroarea a posteriori poate fi definită ca

e(n) = d(n)− ỹ(n) = d(n)− h̃H(n)xin(n). (18)

Modelul WL descris simplifică gestionarea configurat, iei SAEC prin utilizarea numărului minim posibil de notat, ii
pentru toate semnalele implicate. În plus, patru răspunsuri la impuls acustice necunoscute, care ı̂n mod normal ar
necesita patru algoritmi adaptivi, sunt acum combinate ı̂ntr-un singur sistem cu valori complexe, estimat folosind
un singur filtru adaptiv. Complexitatea aritmetică generală s, i performant,ele asociate nu se modifică [22, 24].

Versiunile ponderate exponent, ial ale metodelor adaptive RLS sunt dezvoltate pe baza funct, iei de cost

JLS

[
h̃(n)

]
=

n∑

i=1

λn−i
[
d(i)− h̃H(n)xin(i)

]2
, (19)

unde 0 < λ ≤ 1 reprezintă factorul de uitare [4, 22]. Valoarea lui λ este asociată cu un compromis făcut ı̂ntre
capacităt, ile de urmărire ale algoritmului, pe de o parte, respectiv precizia pe care o are ı̂n starea stat, ionară, pe
de altă parte. Pentru valori mai mici ale lui λ, memoria algoritmului este diminuată, iar contribut, iile asociate cu
informat, iile mai vechi devin neglijabile mai rapid. În astfel de cazuri, algoritmul se adaptează mai rapid la orice
modificări care ar putea apărea ı̂n sistemul necunoscut care urmează să fie identificat. Când valoarea lui λ este mai
aproape de 1 (adică, la memorie infinită), urmărirea modificărilor este mai lentă. Cu toate acestea, sunt stocate mai
multe informat, ii despre semnalele difuzorului, respectiv microfonului, simultan. Astfel, precizia RLS este mai bună
ı̂n starea stat, ionară, iar neajustarea scade [4]. Folosim factorul de uitare s, i exprimăm notat, iile recursive

R(n) = λR(n− 1) + xin(n)x
H
in(n), (20)

p(n) = λp(n− 1) + xin(n)d(n), (21)

unde R(n) este estimatul de 2N×2N al matricei de corelat, ie asociată semnalului de intrare, respectiv p(n) reprezintă
vectorul cu 2N × 1 valori de corelat, ie dintre semnalul de intrare s, i referint,a complexă [4, 22]. În consecint, ă, putem
folosi notat, iile ment, ionate mai sus, iar minimizarea funct, iei de cost ı̂n (19) conduce la sistemul de ecuat, ii

R(n)h̃(n) = p(n). (22)
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Table 1 Algoritmul WL-RLS-LSM

Pas Act
,
iune ×

Init, ializare :

h̃(0) = 02N×1; 0
r(0) = 02N×1; 0
R(0) = ΦI2N , Φ > 0 0
Pentru n = 1, 2, 3 . . . . . .

1 Actualizare xin(n) folosind (5) s, i (15) 0

2 Actualizare R(n) folosind deplasare În timp
R:,1(n) = λR:,1(n− 1) + x∗(n)xin(n) 4N

3 ỹ(n) = h̃H(n− 1)xin(n) 8N
4 e(n) = d(n)− ỹ(n) 0
5 p0(n) = λr(n− 1) + e∗(n)xin(n) 4N

6 R(n)∆h(n) = p0(n)
LSM−−−→ ∆h̃(n), r(n) ...

7 h̃(n) = h̃(n− 1) + ∆h̃(n) 0

Solut, ia directă pentru (22) necesită calcularea inversei matricei R(n) la fiecare indice de timp n. O astfel
de abordare este prohibitivă pentru cipurile moderne, deoarece numărul obis,nuit de coeficient, i de filtrare pentru
aplicat, iile SAEC este de ordinul miilor. O alternativă populară la solut, ia directă este metoda RLS cu valori complexe
bazată pe lema inversiunii matriceale (cunoscută s, i sub numele de identitatea lui Woodbury), care este adesea utilizată
ca referint, ă pentru lucrările de cercetare [4]. În restul lucrării, vom numi algoritmul ment, ionat metoda WL-RLS.
Aceasta necesită o cantitate de ı̂nmult, iri complexe proport, ională cu 4N2 s, i, de asemenea, 4N diviziuni cu valori
reale pentru fiecare iterat, ie a filtrului. În ciuda reducerii efortului de calcul cu un ordin de mărime, complexitatea
generală este ı̂ncă considerată dificil de abordat pentru aplicat, iile SAEC, care ar putea fi afectate s, i de problemele
de stabilitate numerică asociate metodei ment, ionate.

Cercetările fundamentale au condus la reinterpretarea sistemului din (22), pentru a exploata proprietăt, ile statis-
tice ale semnalelor difuzoarelor as,a cum sunt reflectate ı̂n matricea de corelat, ie R(n) [5, 6, 7]. În consecint, ă, metodele
RLS ponderate exponent, ial pot fi combinate cu diferite variante LSM pentru a rezolva un sistem auxiliar de ecuat, ii.
Algoritmii WL-RLS-LSM rezultat, i pot oferi performant,e comparabile cu WL-RLS, fără a manifesta probleme de sta-
bilitate numerică [5, 24]. Mai multe versiuni au, de asemenea, complexităt, i aritmetice mai mici ı̂n raport cu WL-RLS.
Pas, ii metodei generale WL-RLS-LSM sunt prezentat, i ı̂n Tabelul 1, unde sunt afis,ate s, i cantităt, ile corespunzătoare
ale multiplicărilor cu valori reale necesare. Etapa de init, ializare rulează o singură dată s, i foloses,te vectorul 02N×1

cu 2N × 1 cu valori zero pentru a seta valorile coeficient, ilor de filtrare h̃(0), respectiv ale vectorului rezidual r(0) cu
2N ×1 valori. Mai mult, matricea identitate I2N×2N este utilizată pentru a completa estimarea matricei de corelat, ie
R(0) cu zerouri pe toate pozit, iile, cu except, ia diagonalei principale, unde constanta pozitivă cu valoare reală mică
Φ este utilizată pentru a evita proprietatea de matrice nesingulară ı̂n etapele init, iale ale algoritmului. În forma din
Tabelul 1, efectul lui Φ devine neglijabil după ce WL-RLS-LSM rulează pentru un număr de iterat, ii, datorită lui λ.

Pas, ii 1-7 se execută de fiecare dată pentru fiecare indice de timp n, iar primele patru etape sunt aceleas, i ca s, i
celelalte metode RLS ponderate exponent, ial care lucrează cu valori complexe ı̂n cadrul SAEC [22, 23]. Pas, ii 1 s, i 2
efectuează actualizarea vectorului de intrare xin(n), respectiv a matricei de corelat, ie R(n). Aparent, calculul acesteia
din urmă folosind (20) necesită un număr de multiplicări proport, ional cu pătratul lui 2N . Cu toate acestea, vectorul
de intrare are proprietatea time-shift (deplasare ı̂n timp) s, i poate fi exprimat ca

xin(n) =
[
x(n) x∗(n) xT

in,1:2N−2(n− 1)
]T

, (23)

unde xin,1:2N−2(n−1) este vectorul (2N−2)×1 care cuprinde ultimele 2N−2 es,antioane de intrare cu valori complexe

la indicele de timp n−1. În mod corespunzător, R(n) poate fi actualizat prin exploatarea structurii sale redundante.
Matricea este hermitică s, i fiecare două coloane consecutive, ı̂ncepând de la prima, cont, in aceleas, i informat, ii, fiecare
pereche de valori fiind conjugată s, i având pozit, iile schimbate ı̂n coloana vecină [5, 24, 26]. Aceleas, i reguli se aplică
s, i pentru compozit, ia numerică a rândurilor. Astfel, prin copierea submatricei (2N − 2)× (2N − 2) din stânga sus a
R(n− 1) ı̂n submatricea (2N − 2)× (2N − 2) din dreapta jos a R(n) s, i calcularea primei coloane R:,1(n) ca

R:,1(n) = λR:,1(n− 1) + x∗(n)xin(n), (24)

atunci a doua coloană s, i primele două rânduri pot fi determinate prin copierea valorilor din prima coloană, luând ı̂n
considerare proprietăt, ile enumerate. Am considerat că λ poate fi ales folosind forma λ = 1− 1/(2NK), unde N s, i K

7



Table 2 Algoritmul VR-WL-RLS-LSM

Step Actions × /
Init, ializare :

h̃(0) = 02N×1; 0 0
r(0) = 02N×1; 0 0

R(0) = Φ̃(0)I2N , Φ̃(0) > 0 0 0
σ̃2
x(n) = 0; σ̃2

d(n) = 0; σ̃2
ỹ(n) = 0; σ̃2

w̃(n) = 0 0 0

Pentru n = 1, 2, 3 . . . . . .
1 Actualizare xin(n) folosind (5) s, i (15) 0 0
2 Actualizare R(n) folosind time-shift

R:,1(n) = λR:,1(n− 1) + x∗(n)xin(n) 4N 0
3 Actualizare σ̃2

xin
(n), σ̃2

d(n); α = 2Nσ̃2
xin

(n) 8 0

4 ỹ(n) = h̃H(n− 1)xin(n) 8N 0
5 Actualizare σ̃2

ỹ(n) 4 0

6 σ̃2
w(n) =

∣∣∣σ̃2
d(n)− σ̃2

ỹ(n)
∣∣∣ ; ẼNR =

σ̃2
ỹ
(n)

σ̃2
w
(n) 0 1

7 Φ̃(n) =

(
1 +

√
1 + ẼNR

)
α / ẼNR 1 1

8 e(n) = d(n)− ỹ(n) 0 0
9 p0(n) = λr(n− 1) + e∗(n)xin(n) 4N 0

10
[
R(n) + Φ̃(n)I2N

]
∆h(n) = p0(n)

LSM−−−→ ∆h̃(n), r(n) ... ...

11 h̃(n) = h̃(n− 1) + ∆h̃(n) 0 0

pot fi exprimate ca puteri ale lui 2. Astfel, orice ı̂nmult, ire efectuată cu λ poate fi ı̂nlocuită cu o deplasare binară s, i o
scădere. Mai mult, se poate deduce că aproximativ un sfert din valorile complexe care compun R(n) trebuie stocate
ı̂n memorie. Complexitatea pasului 2 este, prin urmare, proport, ională cu N ı̂n termeni de ı̂nmult, iri.

Deoarece calculul rezultatului filtrului din pasul 3 necesită 8N ı̂nmult, iri, iar pasul 4 (determinarea erorii a
priori) nu utilizează operat, ii aritmetice mai complexe decât adunările, primii patru pas, i necesită doar adunări s, i
ı̂nmult, iri. Efortul total corespunzător este proport, ional cu lungimea filtrului adaptiv O(N). Discut, ia privind restul
complexităt, ii aritmetice este mai elaborată atunci când ne referim la pas, ii 5, 6 s, i 7, care implementează solut, ia
auxiliară asociată sistemului din (22). Sistemul auxiliar de ecuat, ii

R(n)∆h(n) = p0(n), (25)

care trebuie rezolvată ı̂n pasul 6, oferă o estimare pentru vectorul solut
,
ie ∆h̃(n) s, i necesită calcularea componentei

reziduale p0(n) (pasul 5), prin utilizarea vectorului rezidual r(n−1) generat la iterat, ia anterioară a filtrării (ponderat
cu factorul de uitare), cumulat cu produsul dintre eroare s, i vectorul semnalului de intrare [5, 24]. Considerând că
λ poate avea forma ment, ionată la pasul 2 s, i structura redundantă a lui xin(n), singurele ı̂nmult, iri necesare pentru
pasul 5 corespund ı̂nmult, irii dintre forma conjugată a lui e(n) s, i jumătatea valorilor care compun xin(n).

As,a cum a fost deja ment, ionat, sistemul rezolvat ı̂n etapa 6 generează vectorul solut, ie estimat ∆h̃(n) s, i o versiune
actualizată a vectorului rezidual. Acesta din urmă va fi utilizat din nou ı̂n următoarea iterat, ie a filtrului adaptiv (̂ın
etapa 5). Mai mult, considerând sistemul complex cu valori necunoscute ca fiind fix pentru un număr dat de iterat, ii,
pe măsură ce filtrul adaptiv converge, valorile absolute ale părt, ilor reale s, i imaginare care compun r(n) tind să scadă

[26]. Sarcina din etapa 6 este potrivită pentru LSM-uri, care pot calcula ambii vectori ment, ionat, i, ∆h̃(n) s, i r(n).
Există mai multe metode care pot fi utilizate ı̂n această etapă a WL-RLS-LSM [6]. Deoarece se bazează mai mult
pe proprietăt, i specifice ale semnalului de intrare, ale matricei de corelat, ie R(n), respectiv ale r(n), complexitatea
aritmetică tinde să scadă. Cu toate acestea, proprietăt, ile de corelat, ie ale unor semnale, cum ar fi vorbirea, tind să
fie stat, ionare pe perioade limitate de timp, cum ar fi variat, iile corespunzătoare determinate ı̂n R(n). Validarea unor
variante LSM cu complexitate redusă este necesară, ı̂n special atunci când sunt combinate cu alte caracteristici. În
final (pasul 7) vectorul solut, ie este adunat la setul anterior de coeficient, i pentru a genera o nouă estimare.

În [25], funct, ia de cost din (19), corespunzătoare metodelor RLS ponderate exponent, ial, a fost ı̂mbunătăt, ită
pentru a lua ı̂n considerare o adăugare permanentă la diagonala principală a matricei de corelat, ie. Modificarea
ı̂s, i propune să schimbe scopul parametrului de regularizare Φ, care este introdus ı̂n mod tradit, ional ı̂n etapa de
init, ializare pentru a evita proprietatea nesingulară a lui R(n). În consecint, ă, valoarea lui Φ nu va fi aleasă arbitrar
s, i va fi determinată la fiecare indice de timp n ı̂n funct, ie de raportul ecou-zgomot (echo-to-noise - ENR) estimat.
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Figure 5: Dezaliniere pentru VR-WL-RLS-CG, VR-WL-RLS-CD s,i VR-WL-RLS-DCD, cu valori diferite ale lui Nu. Semnalul de intrare
este o secvent, ă de vorbire. Lungimea celor patru căi de ecou necunoscute este N = 256, λ = 1− 1/(64N) s,i γ = 0.999. Căile de ecou se
modifică la indicele de timp t0 = 120, iar o situat,ie de dublă vorbire apare ı̂n intervalul de timp [230,234] secunde. ENR = 25 dB.

Abordarea propusă vizează atenuarea efectelor scenariilor DT, atunci când valoarea ENR este de obicei foarte mică.
O versiune regularizată variabilă (VR) a WL-RLS-LSM este prezentată ı̂n Tabelul 2, care estimează la fiecare indice
de timp n valoarea ENR, respectiv variant,a σ2

xin
. Am considerat lungimea filtrului 2N ca o putere de doi s, i am

exclus multiplicările corespunzătoare (acestea sunt efectuate folosind deplasări de bit, i, la fel ca ı̂n cazul Tabelului 1).
Trei tipuri de LSM-uri sunt combinate cu metoda VR aplicată RLS-ului cu valori complexe, s, i anume gradientul

conjugat (conjugate gradient - CG), descendent,a coordonatelor (coordinate descent - CD) s, i descendent,a dihotomică

a coordonatelor (dichotomous coordinate descent - DCD). Acestea generează estimări pentru vectorul solut, ie ∆h̃(n),
respectiv un vector rezidual r(n). LSM-urile prezentate au complexităt, i diferite s, i exploatează (până la anumite
niveluri) proprietăt, ile statistice ale datelor de intrare. CG este cea mai costisitoare metodă, ceea ce duce la o
complexitate aritmetică generală proport, ională cu pătratul lungimii filtrului adaptiv VR-WL-RLS-CG. Metodele
CD s, i DCD sunt progresiv mai simple ı̂n ceea ce prives,te volumul aritmetic s, i sunt concepute pentru a exploata
proprietăt, ile statistice ale semnalelor de intrare. VR-WL-RLS-CD s, i VR-WL-RLS-DCD necesită ı̂nmult, iri O(2N),
cu avantajul celei de-a doua, care rezolvă sistemul auxiliar de ecuat, ii folosind doar adunări s, i deplasări de bit, i.

Rezultatele simulării (Fig. 5) demonstrează că variantele VR ale WL-RLS-LMS-urilor scad NM cu aproximativ
25 dB ı̂n timpul intervalelor DT, cu compromisul reducerii vitezelor de urmărire ale algoritmilor corespunzători.
Mai mult, VR-WL-RLS-LMS-urile au o precizie mai bună ı̂n stare stat, ionară ı̂n comparat, ie cu versiunile non-VR
(cel put, in 2-3 dB ı̂n termeni de NM pentru ENR=25 dB s, i mai mult de 7 dB ı̂n termeni de NM pentru ENR=10
dB). Diferent,a de performant, ă ı̂n stare stat, ionară este mai bună ı̂n favoarea variantelor VR pe măsură ce ENR
scade. Rezultatele simulării (Fig. 6) au arătat că natura lacomă a iterat, iilor DCD compensează part, ial pierderea
tracking pentru VR-WL-RLS-DCD s, i ı̂i permite acestuia să se potrivească cu performant,ele de urmărire generate
de VR-WL-RLS-CG. Performant,ele robuste asociate ı̂n condit, ii ENR scăzut (inclusiv situat, ii DT), combinate cu
complexitatea aritmetică generală (care este direct proport, ională cu lungimea filtrului adaptiv) fac din VR-WL-
RLS-DCD un candidat atractiv pentru implementări hardware pentru SAEC. Cercetările vor analiza implementările
hardware eficiente (cu virgulă fixă versus cu virgulă mobilă) ale WL-RLS-DCD care ı̂ncorporează o abordare VR.
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with variable regularization parameter,” in Proc. IEEE ISSCS, 2025, 4 pages.

[2] R. A. Otopeleanu, C. Paleologu, J. Benesty, L. M. Dogariu, C. L. Stanciu, and S. Ciochină, “Robust data-reuse regularized recursive
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[23] C. Stanciu, J. Benesty, C. Paleologu, T. Gänsler, and S. Ciochină, “A novel perspective on stereophonic acoustic echo cancellation,”
in Proc. IEEE ICASSP, 2012, pp. 25–28.
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