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ETAPA 2 – RAPORT DE CERCETARE ŞTIINŢIFICĂ

Rezumatul etapei

Obiectivul specific corespunzător celei de a doua etape a proiectului (desfăs,urată ı̂n perioada august – noiembrie
2024) este:
O2. Dezvoltarea unor algoritmi adaptivi bazat, i pe descompuneri tensoriale de ordin superior.

În cadrul acestei etape de cercetare au fost ı̂ndeplinite toate activităt, ile asociate acestui obiectiv specific, prevăzute
ı̂n planul de realizare a proiectului, după cum urmează:
1. Dezvoltarea teoretică a algoritmului RLS bazat pe descompunerea tensorială
2. Dezvoltarea teoretică a unui filtru Kalman bazat pe descompunerea tensorială
3. Dezvoltarea unei variante simplificate computat, ional a filtrului Kalman bazat pe descompunerea tensorială
4. Realizarea celui de-al doilea raport privind rezultatele intermediare ale proiectului

Rezultatele din cadrul acestei etape de cercetare au fost publicate ı̂n lucrările [1, 2, 3, 4] din lista de referint,e.

1 Introducere

Algoritmii de tip RLS (recursive least-squares) s, i cei bazat, i pe filtrarea Kalman reprezintă alegeri foarte atractive
datorită vitezelor rapide de convergent, ă pe care le oferă, ce pot fi atinse chiar s, i pentru semnale de intrare foarte
corelate [5]. Cu toate acestea, dificultatea generală cres,te atunci când este necesară identificarea răspunsurilor
la impuls de lungă durată, care implică provocări semnificative ı̂n ceea ce prives,te complexitatea, convergent,a,
capacitatea de urmărire s, i acuratet,ea solut, iei. De exemplu, ı̂n compensarea ecoului acustic, căile de ecou acustic
sunt de obicei modelate ca filtre cu răspuns finit la impuls cu sute/mii de coeficient, i [6].

O serie de lucrări recente s-au concentrat pe tehnici bazate pe descompunere care implică cel mai apropiat produs
Kronecker (nearest Kronecker product - NKP) s, i aproximări de rang scăzut, de exemplu, a se vedea [7] s, i referint,ele
asociate. Aceste metode exploatează descompunerea ı̂n valori singulare (singular value decomposition - SVD) a
matricei corespunzătoare răspunsului la impuls remodelat (obt, inut prin vectorizare inversă) s, i caracteristica sa de
rang scăzut. Ca rezultat, ı̂n timp ce abordarea convent, ională de identificare a sistemului se bazează pe un singur
filtru adaptiv de lungime mare, metoda bazată pe NKP obt, ine solut, ia folosind o combinat, ie de două filtre (mult)
mai scurte. Acest lucru se potrives,te foarte bine ı̂n combinat, ie cu algoritmi ce au convergent, ă rapidă, precum RLS
s, i/sau Kalman. Cu toate acestea, tehnica bazată pe NKP utilizată ı̂n aceste lucrări se bazează pe descompunerea
de ordinul doi, exploatând SVD pentru matricea (de rang scăzut) asociată răspunsului la impuls. Extinderea acestei
tehnici la o descompunere de ordin superior se confruntă cu dificultatea de a opera cu un tensor de rang superior,
unde rangul său rezultă dintr-o sumă de tensori de rang 1. Extinderea abordării bazate pe NKP la un nivel de
descompunere de ordinul trei a fost prezentată ı̂n [8], vizând o reducere mai mare a dimensionalităt, ii (o combinat, ie
de filtre mai scurte). În acest context, rangul acestui tensor este controlat prin intermediul rangului unei matrice,
care este limitat la valori mici.

În cadrul acestei etape a proiectului, a fost urmarită metoda de descompunere a tensorilor de ordinul trei s, i
proiectat, i algoritmi de tip RLS s, i Kalman, care exploatează această tehnică eficientă [1, 2, 3, 4]. Algoritmii rezultat, i
actualizează ı̂n paralel s, i combină coeficient, ii a trei filtre adaptive de lungimi mult mai scurte (̂ın comparat, ie cu
lungimea răspunsului la impuls original), obt, inând astfel un câs,tig important atât ı̂n ceea ce prives,te reducerea
complexităt, ii, cât s, i cres,terea performant,ei.
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2 Algoritmi de tip Kalman s, i RLS bazat, i pe descompunerea tensorială

Configurat, ia de identificare a sistemului abordată ı̂n acest proiect este una de tip SISO (single input - single output),
cu semnale reale de medie zero. Scopul principal ı̂l reprezintă identificarea unui sistem necunoscut caracterizat prin

răspunsul la impuls h(n) =
[
h0(n) h1(n) · · · hL−1(n)

]T
de lungime L, unde n este indicele de timp discret s, i

superscriptul T reprezintă operat, ia de transpunere. De asemenea, vom considera că acest răspuns la impuls variabil
ı̂n timp evoluează pe baza unui model Markov simplificat de ordinul ı̂ntâi:

h(n) = h(n− 1) +w(n), (1)

unde w(n) este un vector de lungime L, care cont, ine es,antioanele unui zgomot alb gaussian de medie zero. În acest
context, h(n− 1) s, i w(n) sunt necorelate. Acest model standard a fost implicat pe scară largă ı̂n multe scenarii de
analiză a sistemelor variabile ı̂n timp, ı̂n cadrul algoritmilor de filtrare adaptivă [9]. În plus, se potrives,te foarte bine
ı̂n scenariile de compensare a ecoului [6]. Deoarecew(n) este un zgomot alb s, i gaussian, matricea sa de covariant, ă este
una diagonală, care poate fi exprimată ca Rw(n) = σ2

w(n)IL, unde σ2
w(n) este variant,a zgomotului s, i IL reprezintă

matricea de identitate de mărime L× L. Se poate observa că incertitudinile din h(n) sunt captate de σ2
w(n).

În contextul filtrării Kalman, modelul din relat, ia (1) reprezintă as,a-numita ecuat, ie de stare. În acest cadru,
ecuat, ia de observat, ie este definită ca ies, irea sistemului, prin semnalul de referint, ă (sau dorit), d(n). Acesta cont, ine
produsul de convolut, ie dintre es,antioanele semnalului de intrare, x(n), s, i coeficient, ii răspunsului la impuls, h(n),
fiind afectat de un zgomot aditiv, v(n). Se consideră că acest zgomot este alb s, i gaussian, cu variant, ă σ2

v = E
[
v2(n)

]
,

unde E[·] reprezintă operatorul de mediere statistică. În consecint, ă,

d(n) = hT (n)x(n) + v(n), (2)

unde vectorul x(n) =
[
x(n) x(n− 1) · · · x(n− L+ 1)

]T
cont, ine cele mai recente L es,antioane ale semnalului

de intrare. În continuare, considerând un estimat al răspunsului la impuls la indicele de timp n, notat cu ĥ(n) =[
ĥ0(n) ĥ1(n) · · · ĥL−1(n)

]T
, eroarea de estimare a priori rezultă ca

e(n) = d(n)− ĥT (n− 1)x(n), (3)

iar eroarea de estimare a posteriori este definită ca

ε(n) = d(n)− ĥT (n)x(n). (4)

De asemenea, putem defini dezalinierile a priori s, i a posteriori:

m(n) = h(n)− ĥ(n− 1), (5)

m̃(n) = h(n)− ĥ(n). (6)

Pe baza relat, iei (1), se poate verifica faptul că m(n) = m̃(n− 1) +w(n). De asemenea, utilizând relat, iile (3) s, i (4),
avem ε(n) = m̃T (n)x(n) + v(n).

În acest moment, filtrul Kalman poate fi obt, inut pe baza abordării bayesiene secvenţiale liniare, care afirmă că
estimarea optimă a vectorului de stare este

ĥ(n) = ĥ(n− 1) + k(n)e(n), (7)

unde k(n) este vectorul câs,tig Kalman. Acesta rezultă prin minimizarea funct, iei cost:

J [k(n)] =
1

L
tr [Rm̃(n)] , (8)

unde tr(·) reprezintă urma unei matrice şi Rm̃(n) = E
[
m̃(n)m̃T (n)

]
este matricea de covariant, ă a dezalinierii a

posteriori din relat, ia (6). Din acest criteriu de optimizare se obt, in două rezultate importante, după cum urmează:

k(n) =
Rm(n)x(n)

xT (n)Rm(n)x(n) + σ2
v

, (9)

Rm̃(n) =
[
IL − k(n)xT (n)

]
Rm(n), (10)
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unde Rm(n) = E
[
m(n)mT (n)

]
este matricea de covariant, ă a dezalinierii a priori din relat, ia (5), cu

Rm(n) = Rm̃(n− 1) + σ2
w(n)IL. (11)

Init, ializarea filtrului Kalman este ĥ(n) = 0L s, i Rm̃(0) = ϵIL, unde 0L reprezintă un vector cu toate elementele
egale cu zero, de lungime L, iar ϵ este o constantă pozitivă. Apoi, la fiecare iterat, ie, algoritmul ı̂ncepe prin a calcula
eroarea a priori e(n) din relat, ia (3) s, i evaluează matricea Rm(n) din (11). Apoi, vectorul câs,tig Kalman k(n) s, i
matricea Rm̃(n) sunt calculate folosind relat, iile (9) s, i respectiv (10). În cele din urmă, filtrul este actualizat pe baza
relat, iei (7). Parametrii specifici σ2

w(n) s, i σ
2
v pot fi furnizat, i a priori sau estimat, i ı̂n cadrul algoritmului [10].

Complexitatea de calcul a filtrului Kalman convent, ional este proport, ională cu pătratul lungimii filtrului, adică
O(L2). Aceasta reprezintă o provocare semnificativă atunci când se vizează identificarea răspunsurilor la impuls
de lungă durată, ca ı̂n scenariile de compensare a ecoului. În plus, alte criterii de performant, ă importante sunt
influent,ate de lungimea filtrului, cum ar fi viteza de convergent, ă s, i capacitatea de urmărire, ı̂mpreună cu acuratet,ea
estimării filtrului (̂ın termeni de dezaliniere).

În acest context, descompunerea TOT a răspunsului la impuls din [8] reprezintă o abordare utilă, care ar putea
duce la câs,tiguri importante de performant, ă. Ideea principală este de a exploata caracteristicile de rang scăzut ale
răspunsului la impuls, ı̂mpreună cu descompunerea NKP, astfel ı̂ncât h(n) de lungime L = L11L12L2 (cu L11L12 ≫
L2) poate fi descompus ca

h(n) =

L2∑
l=1

P∑
p=1

hl
2(n)⊗ hlp

12(n)⊗ hlp
11(n), (12)

unde P < L12, iar răspunsurile la impuls (mai scurte) hl
2(n), h

lp
12(n) s, i h

lp
11(n) au lungimile L2, L12 s, i respectiv L11, ı̂n

timp ce ⊗ reprezintă produsul Kronecker. Prin urmare, ı̂ntr-un cadru de identificare a sistemului, problema estimării
unui număr mare de coeficient, i (L) ai răspunsului la impuls h(n), este reformulată pe baza unei combinat, ii (utilizând
produsul Kronecker) a trei filtre mai scurte, care au ca rezultat un total de L2

2 + PL12L2 + PL11L2 coeficient, i. De
exemplu, să considerăm că L = 512, astfel ı̂ncât poate fi descompus folosind L11 = L12 = 16 s, i L2 = 2. De obicei,
P ≪ L12, as,a cum se arată ı̂n [8] (de asemenea, indicat s, i de rezultatele simulărilor furnizate ı̂n acest raport). În
acest context, să considerăm că P = 1 sau P = 2. Astfel, ı̂n loc de a estima 512 coeficient, i ai lui h(n), descompunerea
TOT necesită estimarea a doar 4+ 32+ 32 = 68 coeficient, i (pentru P = 1) sau 4+ 64+ 64 = 132 coeficient, i (pentru
P = 2). În consecint, ă, are loc o reducere semnificativă a spat, iului parametrilor, ceea ce ar putea conduce la avantaje
importante atât din punct de vedere al performant,ei, cât s, i al complexităt, ii.

În continuare, cele trei seturi de coeficient, i din partea dreaptă a relat, iei (12) sunt grupate ı̂n trei răspunsuri de
impuls de lungimi L2

2, PL12L2 s, i respectiv PL11L2, după cum urmează:

h2(n) =

[ (
h1
2

)T
(n)

(
h2
2

)T
(n) · · ·

(
hL2
2

)T

(n)

]T
, (13)

h12(n) =

[ (
h
1

12

)T

(n)
(
h
2

12

)T

(n) · · ·
(
h
L2

12

)T

(n)

]T
, (14)

h11(n) =

[ (
h
1

11

)T

(n)
(
h
2

11

)T

(n) · · ·
(
h
L2

11

)T

(n)

]T
, (15)

unde

h
l

12(n) =
[ (

hl1
12

)T
(n)

(
hl2
12

)T
(n) · · ·

(
hlP
12

)T
(n)

]T
, (16)

h
l

11(n) =
[ (

hl1
11

)T
(n)

(
hl2
11

)T
(n) · · ·

(
hlP
11

)T
(n)

]T
, (17)

cu l = 1, 2, . . . , L2. Următorul obiectiv este de a reformula filtrul Kalman t, inând cont de răspunsuri la impuls
componente din (13)–(15). În acest mod, estimările lor pot fi combinate ulterior pe baza relat, iei (12), pentru a
modela răspunsul la impuls global al sistemului necunoscut.
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Filtrul Kalman astfel dezvoltat, ce are la bază descompunerea TOT, ia ı̂n considerare modele Markov simplificate
de ordinul ı̂ntâi pentru răspunsurile la impuls din (13)–(15), astfel ı̂ncât

h2(n) = h2(n− 1) +w2(n), (18)

h12(n) = h12(n− 1) +w12(n), (19)

h11(n) = h11(n− 1) +w11(n), (20)

unde w2(n), w12(n) s, i w11(n) sunt trei vectori de lungimi L2
2, PL12L2 s, i respectiv PL11L2, care cont, in es,antioane

de zgomot alb gaussian de medie zero. Matricile lor de covariant, ă asociate sunt Rw2
(n) = σ2

w2
(n)IL2

2
, Rw12

(n) =

σ2
w12

(n)IPL12L2 s, i Rw11(n) = σ2
w11

(n)IPL11L2 , unde σ2
w2

(n), σ2
w12

(n) s, i σ2
w11

(n) sunt variat, iile corespunzătoare (“in-
certitudinile”), ı̂n timp ce I⋆ reprezintă matricea identitate cu dimensiunea indicată la indice (⋆ × ⋆). După cum
s-a subliniat anterior, scopul este de a estima răspunsurile la impuls componente din (13), (14) s, i (15), notate ı̂n

continuare cu ĥ2(n), ĥ12(n) s, i respectiv ĥ11(n). Componentele lor pot fi obt, inute similar cu (13)–(17), astfel ı̂ncât
estimarea răspunsului la impuls global să rezulte similar cu (12), astfel:

ĥ(n) =

L2∑
l=1

P∑
p=1

ĥl
2(n)⊗ ĥlp

12(n)⊗ ĥlp
11(n), (21)

unde ĥl
2(n), ĥ

lp
12(n) s, i ĥ

lp
11(n) reprezintă estimările pentru hl

2(n), h
lp
12(n) s, i respectiv hlp

11(n) (cu l = 1, 2, . . . , L2 s, i
p = 1, 2, . . . , P ).

În acest moment, este important să exprimăm eroarea a priori din relat, ia (3) astfel ı̂ncât să se separe/extragă
răspunsurile la impuls componente. În acest scop, t, inem cont de proprietăt, ile produsului Kronecker, care ne permit
să exprimăm ı̂n mod echivalent termenul (sumei) din partea dreaptă a relat, iei (21) ı̂n trei moduri diferite, astfel:

ĥl
2(n)⊗ ĥlp

12(n)⊗ ĥlp
11(n) =

[
IL2

⊗ ĥlp
12(n)⊗ ĥlp

11(n)
]
ĥl
2(n) = Ĥlp

12,11(n)ĥ
l
2(n) (22)

=
[
ĥl
2(n)⊗ IL12

⊗ ĥlp
11(n)

]
ĥlp
12(n) = Ĥlp

2,11(n)ĥ
lp
12(n) (23)

=
[
ĥl
2(n)⊗ ĥlp

12(n)⊗ IL11

]
ĥlp
11(n) = Ĥlp

2,12(n)ĥ
lp
11(n), (24)

unde Ĥlp
12,11(n), Ĥ

lp
2,11(n) s, i Ĥ

lp
2,12(n) sunt notat, ii pentru termenii (matricile) care ı̂nmult,esc componentele “extrase”

din (22), (23) s, i respectiv (24).

Ca rezultat, grupând componentele ĥl
2(n) ı̂n ĥ2(n) [similar cu (13)], ı̂n timp ce utilizăm (21) s, i (22) ı̂n (3), eroarea

a priori are ca rezultat echivalent

e(n) = d(n)− ĥ
T

2 (n− 1)x12,11(n), (25)

unde x12,11(n) = Ĥ
T

12,11(n− 1)x(n), cu

Ĥ12,11(n− 1) =
[
Ĥ

1

12,11(n− 1) Ĥ
2

12,11(n− 1) · · · Ĥ
L2

12,11(n− 1)

]
s, i Ĥ

l

12,11(n− 1) =
∑P

p=1 Ĥ
lp
12,11(n− 1), pentru l = 1, 2, . . . , L2. Similar, grupând componentele ĥlp

12(n) ı̂n ĥ12(n) [ca
ı̂n (14) s, i (16)], apoi utilizând (21) s, i (23) ı̂n (3), obt, inem o a doua expresie echivalentă pentru eroarea a priori, adică

e(n) = d(n)− ĥ
T

12(n− 1)x2,11(n), (26)

unde x2,11(n) = Ĥ
T

2,11(n− 1)x(n), cu

Ĥ2,11(n− 1) =
[
Ĥ

1

2,11(n− 1) Ĥ
2

2,11(n− 1) · · · Ĥ
L2

2,11(n− 1)

]
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s, i Ĥ
l

2,11(n − 1) =
[
Ĥl1

2,11(n− 1) Ĥl2
2,11(n− 1) · · · ĤlP

2,11(n− 1)
]
, pentru l = 1, 2, . . . , L2. În final, grupând

componentele ĥlp
11(n) ı̂n ĥ11(n) [similar cu (15) s, i (17)], ulterior utilizând (21) s, i (24) ı̂n (3), conduce la a treia s, i

ultima modalitate de a exprima ı̂n mod echivalent eroarea a priori, care devine

e(n) = d(n)− ĥ
T

11(n− 1)x2,12(n), (27)

unde x2,12(n) = Ĥ
T

2,12(n− 1)x(n), cu

Ĥ2,12(n− 1) =
[
Ĥ

1

2,12(n− 1) Ĥ
2

2,12(n− 1) · · · Ĥ
L2

2,12(n− 1)

]
s, i Ĥ

l

2,12(n− 1) =
[
Ĥl1

2,12(n− 1) Ĥl2
2,12(n− 1) · · · ĤlP

2,12(n− 1)
]
, pentru l = 1, 2, . . . , L2.

Similar cu (7), ı̂n cadrul filtrării Kalman s, i a abordării bayesiene secvenţiale liniare, actualizările celor trei com-
ponente rezultă folosind cele trei expresii asociate semnalului de eroare din relat, iile (25), (26) s, i respectiv (27),
astfel:

ĥ2(n) = ĥ2(n− 1) + k2(n)e(n), (28)

ĥ12(n) = ĥ12(n− 1) + k12(n)e(n), (29)

ĥ11(n) = ĥ11(n− 1) + k11(n)e(n), (30)

unde k2(n), k12(n) s, i k11(n) sunt vectorii Kalman aferent, i. În acest moment, putem defini dezalinierile a posteriori
pentru filtrele componente:

m̃2(n) = h2(n)− ĥ2(n), (31)

m̃12(n) = h12(n)− ĥ12(n), (32)

m̃11(n) = h11(n)− ĥ11(n), (33)

cu matricile de covariant, ă Rm̃2
(n) = E

[
m̃2(n)m̃

T
2 (n)

]
, Rm̃12

(n) = E
[
m̃12(n)m̃

T
12(n)

]
s, i respectiv Rm̃11

(n) =

E
[
m̃11(n)m̃

T
11(n)

]
. De asemenea, folosind estimările de la momentul de timp anterior (n− 1), dezalinierile a priori

pot fi evaluate ca

m2(n) = h2(n)− ĥ2(n− 1), (34)

m12(n) = h12(n)− ĥ12(n− 1), (35)

m11(n) = h11(n)− ĥ11(n− 1), (36)

care sunt asociate cu matricile de covariant, ă Rm2(n) = E
[
m2(n)m

T
2 (n)

]
, Rm12(n) = E

[
m12(n)m

T
12(n)

]
s, i respectiv

Rm11
(n) = E

[
m11(n)m

T
11(n)

]
.

Vectorii câs,tig Kalman necesari ı̂n cadrul actualizărilor (28)–(30) rezultă prin minimizarea funct, iilor de cost:

J [k2(n)] =
1

L2
2

tr [Rm̃2
(n)] , (37)

J [k12(n)] =
1

PL12L2
tr [Rm̃12

(n)] , (38)

J [k11(n)] =
1

PL11L2
tr [Rm̃11

(n)] . (39)

În fiecare caz, criteriul de optimizare se aplică pe baza unei strategii de optimizare multiliniare, considerând că două
dintre filtrele componente sunt fixe ı̂n criteriul de optimizare al celui de-al treilea. În consecint, ă, urmând (37) s, i
similar cu (8), obt, inem

k2(n) =
Rm2

(n)x12,11(n)

xT
12,11(n)Rm2

(n)x12,11(n) + σ2
v

, (40)

Rm̃2
(n) =

[
IL2

2
− k2(n)x

T
12,11(n)

]
Rm2(n). (41)
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În mod similar, urmând (38) s, i (39), vectorii Kalman corespunzători rezultă ca

k12(n) =
Rm12(n)x2,11(n)

xT
2,11(n)Rm12(n)x2,11(n) + σ2

v

, (42)

k11(n) =
Rm11

(n)x2,12(n)

xT
2,12(n)Rm11

(n)x2,12(n) + σ2
v

. (43)

De asemenea,

Rm̃12
(n) =

[
IPL12L2

− k12(n)x
T
2,11(n)

]
Rm12

(n), (44)

Rm̃11
(n) =

[
IPL11L2

− k11(n)x
T
2,12(n)

]
Rm11

(n). (45)

În final, pe baza (31)–(36), obt, inem următoarele relat, ii ı̂ntre matricele de covariant, ă:

Rm2(n) = Rm̃2
(n− 1) + σ2

w2
(n)IL2

2
, (46)

Rm12
(n) = Rm̃12

(n− 1) + σ2
w12

(n)IPL12L2
, (47)

Rm11(n) = Rm̃11
(n− 1) + σ2

w11
(n)IPL11L2 . (48)

Filtrul Kalman astfel rezultat, bazat pe descompunerea TOT, denumit KF-TOT, este definit de relat, iile (28)–(30)

s, i (40)–(48). În cadrul algoritmului, trebuie evaluate s, i matricele auxiliare Ĥlp
12,11(n), Ĥ

lp
2,11(n) s, i Ĥ

lp
2,12(n), conform

(22), (23) s, i respectiv (24). Aceste matrici auxiliare sunt folosite pentru a evalua “intrările” x12,11(n), x2,11(n) s, i
x2,12(n), as,a cum este definit după relat, iile (25), (26) s, i respectiv (27).

Init, ializarea algoritmului KF-TOT este ĥl
2(0) =

[
ξ 0T

L2−1

]T
, ĥlp

12(0) =
[
ξ 0T

L12−1

]T
, ĥlp

11(0) =[
ξ 0T

L11−1

]T
, cu l = 1, 2, . . . , L2, p = 1, 2, . . . , P s, i 0 < ξ ≤ 1; notat, ia 0• reprezintă un vector cu toate elementele

egale cu zero, cu lungimea indicată ı̂n indice. În plus, trebuie să init, ializăm Rm̃2
(0) = ζIL2

2
, Rm̃12

(0) = ζIPL12L2 s, i
Rm̃11

(0) = ζIPL11L2
, unde ζ este o constantă pozitivă.

Variant,a zgomotului aditiv, σ2
v , este necesară ı̂n cadrul evaluării vectorilor câs,tig Kalman din relat, iile (40), (42)

s, i (43). Acest parametru ar putea fi disponibil a priori sau estimat ı̂n cadrul algoritmului, de exemplu, ı̂n perioadele
de tăcere ale unui vorbitor (̂ın aplicat, iile de compensare a ecoului sau de reducere a zgomotului). Alte metode de
estimare a lui σ2

v pot fi găsite ı̂n [10].
Ceilalt, i parametri important, i ai algoritmului KF-TOT sunt incertitudinile σ2

w2
(n), σ2

w12
(n) s, i σ2

w11
(n), care sunt

necesare ı̂n relat, iile (46)–(48). Similar filtrului Kalman convent, ional s, i influent,ei incertitudinilor sale [10], valorile
mici ale acestor parametri conduc la o precizie/acuratet,e bună a solut, iei (dezaliniere scăzută), dar o capacitate
lentă de urmărire ı̂n cazul unei schimbări brus,te a sistemului necunoscut. Pe de altă parte, incertitudinile mari
ment, in sistemul adaptiv alert (cu un comportament bun de urmărire), dar sacrificând ı̂n ceea ce prives,te acuratet,ea.
Utilizarea unor valori constante pentru aces,ti parametri (de exemplu, setate a priori) duce la un compromis inerent
ı̂ntre principalele criteriile de performant, ă. Pentru a ı̂mbunătăt, i acest aspect, incertitudinile pot fi evaluate ı̂n
cadrul algoritmului, ı̂ntr-o manieră dependentă de timp, prin utilizarea unei anumite măsuri care surprinde variat, ia
sistemului de la o iterat, ie la alta. Ambele abordări vor fi analizate ı̂n cele ce urmează, ı̂n contextul rezultatelor
experimentale. Algoritmul RLS-TOT poate fi obt, inut similar pe baza optimizării in sensul celor mai mici pătrate.

Ordinul de complexitate al filtrului Kalman convent, ional (KF) este OKF = L2, deoarece este proport, ional cu
pătratul lungimii filtrului. Pe de altă parte, algoritmul KF-TOT propus combină solut, iile a trei filtre Kalman mai
scurte, de lungimi L2

2, PL12L2 s, i PL11L2, cu L = L11L12L2. Astfel, ordinul său de complexitate este OKF−TOT =
L4
2 + (PL12L2)

2 + (PL11L2)
2, ceea ce ar putea fi mult mai mic ı̂n comparat, ie cu omologul său convent, ional.

3 Rezultate experimentale

Pentru configurat, ia experimentală considerăm un scenariu de compensare a ecoului, care reprezintă de fapt o problemă
de identificare de sistem, ı̂n care scopul principal este de a modela/estima răspunsul la impuls al unei căi de ecou [6, 9].
În cadrul experimental, acest răspuns la impuls este obt, inut pe baza primului grup de coeficient, i din recomandarea
ITU-T G.168 [11], care este completat cu zerouri până la lungimea L = 512 (frecvent,a de es,antionare este de 8 kHz).
Această lungime poate fi factorizată folosind L11 = L12 = 16 s, i L2 = 2, care reprezintă configurat, ia de descompunere
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TOT. Pentru a evalua capacitatea de urmărire a algoritmilor, ı̂n unele experimente se ia ı̂n considerare un scenariu de
schimbare bruscă a căii de ecou, prin schimbarea semnului coeficient, ilor răspunsului la impuls la un anumit moment
de timp. Performant,a algoritmilor este evaluată ı̂n termeni de dezaliniere normalizată (̂ın dB), care este definită ca

20log10

∥∥∥h(n)− ĥ(n)
∥∥∥
2
/ ∥h(n)∥2, unde notat, ia ∥·∥2 reprezintă norma euclidiană. Atunci când calea ecoului h(n) se

modifică brusc, semnalul de referint, ă/dorit se modifică conform relat, iei (2), ceea ce are ca rezultat o cres,tere bruscă
a semnalului de eroare s, i ı̂n consecint, ă a dezalinierii normalizate. Prin urmare, este de dorit ca algoritmul să ı̂s, i
revină cât mai repede posibil după această modificare.

Semnalul de intrare este fie o secvent, ă stat, ionară obt, inută prin filtrarea unui zgomot alb gaussian printr-un model
autoregresiv de ordinul ı̂ntâi (AR) cu polul la 0,8, rezultând astfel un proces AR(1), fie o secvent, ă nestat, ionară
obt, inută dintr-un semnal vocal. Ies, irea căii de ecou este afectată de un zgomot alb gaussian, v(n), cu niveluri diferite
ale raportului semnal-zgomot (SNR - signal-to-noise ratio). Acesta este definit ca σ2

y/σ
2
v , unde σ2

y = E
[
y2(n)

]
reprezintă variant,a semnalului de ies, ire, y(n) = hT (n)x(n). Trei scenarii sunt luate ı̂n considerare ı̂n experimente,
folosind SNR = 20 dB, 10 dB s, i 0 dB, care corespund condit, iilor de zgomot us,or, moderat s, i respectiv puternic.
Trebuie subliniat faptul că ı̂n aplicat, iile de compensare a ecoului zgomotul de fond ar putea fi semnificativ, influent, ând
astfel acuratet,ea estimărilor, ı̂n timp ce algoritmii ar trebui să fie robus,ti ı̂n diferite medii zgomotoase.

După cum s-a explicat anterior, algoritmul KF-TOT necesită parametrul σ2
v ı̂n calculul vectorilor Kalman. Acest

lucru este valabil s, i pentru filtrul convent, ional Kalman, conform (9). În continuare, considerăm că σ2
v este disponibil

ı̂n toate experimentele raportate. De asemenea, este important de ret, inut că as,a-numitul parametru de regularizare
este de obicei legat de valoarea SNR, adică cu cât SNR este mai mic, cu atât termenul de regularizare ar trebui să
fie mai mare [6]. În cazul KF-TOT, un astfel de parametru (ζ) este utilizat ı̂n pasul de init, ializare, pentru matricile
Rm̃2

(0), Rm̃12
(0) s, i Rm̃11

(0). Astfel, o modalitate simplă de a raporta valoarea sa la nivelul SNR este ζ = 1/SNR.
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Figure 1: Dezalinierea normalizată a KF-TOT pentru
diferite valori ale lui P . Semnalul de intrare este un pro-
ces AR(1) s, i SNR = 20 dB.
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Figure 2: Dezalinierea normalizată a KF-TOT pentru
P = 2. Semnalul de intrare este un proces AR(1),
SNR = 20 dB, iar calea de ecou se schimbă după 15 se-
cunde.

În primul set de experimente, analizăm principalii parametri ai KF-TOT, pentru a sublinia influent,a acestora
asupra performant,ei algoritmului. În aceste simulări, semnalul de intrare este un proces AR(1) s, i SNR = 20 dB.
În primul rând, evaluăm influent,a parametrului de descompunere P . După cum se arată ı̂n [8], valorile sale sunt
de obicei mult mai mici decât L12, ı̂n timp ce pentru răspunsurile la impulsuri de ret,ea (cum ar fi cel implicat ı̂n
experimente), valoarea lui P este ı̂n vecinătatea L12/8. În Fig. 1, sunt considerate trei valori ale lui P , ı̂n timp
ce se folosesc parametri de incertitudine nuli, adică σ2

w2
(n) = σ2

w12
(n) = σ2

w11
(n) = 0. După cum s-a explicat

anterior, această setare vizează cea mai bună acuratet,e a algoritmului, adică cea mai mică dezaliniere, sacrificând
ı̂n acelas, i timp ı̂n ceea ce prives,te capacitatea de urmărire. În primul rând, putem observa ı̂n Fig. 1 că KF-TOT
folosind P = 1 duce la o atenuare rezonabilă a dezalinierii, folosind doar 68 de coeficient, i. Cres,terea valorii lui P
ı̂mbunătăt,es,te performant,a KF-TOT, dar până la o anumită limită, care este legată de caracteristicile de rang scăzut
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ale răspunsului la impuls care trebuie identificat. După cum putem observa ı̂n Fig. 1, utilizarea P = 2 s, i P = 3
conduce la performant,e similare. În consecint, ă, cres,terea valorii lui P peste această limită nu va aduce câs,tiguri
suplimentare. În plus, cres,terea valorii lui P conduce s, i la un spat, iu de parametri mai mare. În scenariul nostru,
valoarea P = 2 reprezintă o alegere rezonabilă, t, inând cont de compromisul dintre performant, ă s, i complexitate. În
acest caz, spat, iul parametrilor KF-TOT cuprinde 132 de coeficient, i, reprezentând totus, i o reducere semnificativă ı̂n
comparat, ie cu lungimea L = 512 a răspunsului la impuls complet.

În continuare, ı̂n Fig. 2, analizăm capacităt, ile de urmărire ale KF-TOT (cu P = 2) când se utilizează valori
constante ale parametrilor de incertitudini. În mod general, vom nota aces,ti parametri cu σ2

∗(n), unde ∗ ∈ {2, 12, 11}.
Calea ecoului se schimbă după 15 secunde de la debutul experimentului. După cum s-a subliniat ı̂n simularea
anterioară (din Fig. 1), valorile σ2

∗(n) = 0 duc la o precizie bună, dar o capacitate de urmărire slabă, după cum putem
observa s, i ı̂n Fig. 2. Reducerea valorilor lui σ2

∗(n) ı̂mbunătăt,es,te capacitatea de urmărire, dar cres,te dezalinierea
(reduce acuratet,ea estimării). În consecint, ă, trebuie considerat un compromis ı̂ntre aceste criterii de performant, ă.

În acest scop, este util să evaluăm parametrii incertitudinilor ı̂n cadrul algoritmului, folosind o anumită măsură
care surprinde variat, ia de la ĥ(n − 1) la ĥ(n). O modalitate simplă s, i practică a fost propusă ı̂n [10], prin calculul

ı̂n fiecare iterat, ie a cantităt, ii
∥∥∥ĥ(n)− ĥ(n− 1)

∥∥∥2
2
/L. Setarea valorilor lui σ2

∗(n) ı̂n acest mod permite un compromis

mai bun ı̂ntre convergent, ă/urmărire s, i dezaliniere. O diferent, ă mică ı̂ntre ĥ(n) s, i ĥ(n−1) indică faptul că algoritmul
este ı̂n stare de convergent, ă stat, ionară, unde ar trebui folosite valori mici pentru σ2

∗(n). Pe de altă parte, o diferent, ă
mare ı̂ntre două estimări consecutive necesită o react, ie rapidă a algoritmului, prin cres,terea valorilor lui σ2

∗(n).
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Figure 3: Dezalinierea normalizată a KF convent, ional s, i
KF-TOT (cu P = 2). Semnalul de intrare este un proces
AR(1), SNR = 20 dB, iar calea de ecou se schimbă după
3,75 secunde.
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Figure 4: Dezalinierea normalizată a KF convent, ional s, i
KF-TOT (cu P = 2). Semnalul de intrare este un proces
AR(1), calea de ecou se schimbă după 3,75 secunde s, i (a)
SNR = 10 dB s, i (b) SNR = 0 dB.

În al doilea set de experimente, sunt comparate performant,ele algoritmului KF convent, ional cu KF-TOT (folosind
P = 2). Ambii algoritmi evaluează parametrii incertitudinilor ı̂n acelas, i mod, as,a cum s-a explicat anterior. Semnalul
de intrare este un proces AR(1), calea ecoului se modifică după 3,75 secunde de la ı̂nceputul simulării s, i sunt
utilizate diferite valori ale SNR. În Fig. 3, setarea este SNR = 20 dB. După cum putem observa, KF-TOT depăs,es,te
performant,a algoritmului KF convent, ional, ı̂n ceea ce prives,te ambele criterii de performant, ă (convergent,a/urmărirea
s, i dezalinierea). Acest lucru se datorează faptului că algoritmul KF convent, ional utilizează un singur filtru de lungime
mare, cu L = 512, ı̂n timp ce KF-TOT combină estimările furnizate de trei filtre mult mai scurte, cu PL12L2 = 64,
PL11L2 = 64 s, i respectiv L2

2 = 4 coeficient, i. Aceste câs,tiguri de performant, ă sunt valabile s, i ı̂n medii cu SNR scăzut,
as,a cum putem observa ı̂n Fig. 4(a) s, i (b), unde SNR este setat la 10 dB s, i respectiv 0 dB. Chiar dacă există o
react, ie de urmărire put, in mai lentă a KF-TOT ı̂n condit, ii de zgomot puternic [Fig. 4(b)], acesta se comportă net
superior algoritmului KF convent, ional.
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Figure 5: Dezalinierea normalizată a KF-NKP [12] s, i KF-
TOT, pentru diferite valori ale lui P ∗ s, i respectiv P . Sem-
nalul de intrare este vocal s, i SNR = 20 dB.
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Figure 6: Dezalinierea normalizată a KF-NKP [12] (cu
P ∗ = 3) s, i KF-TOT (pentru diferite valori ale lui P ).
Semnalul de intrare este vocal, calea de ecou se schimbă
după 3,75 secunde s, i (a) SNR = 10 dB, P = 3 s, i (b)
SNR = 0 dB, P = 2.

În al treilea set de experimente, versiunea bazată pe NKP a filtrului Kalman (KF-NKP) din [12] este implicată ı̂n
comparat, ii. Acesta este tot un algoritm bazat pe descompunere, dar exploatează un nivel de ordinul doi, combinând
solut, iile a două filtre mai scurte, de lungimi P ∗L∗

1 s, i P
∗L∗

2, unde lungimea filtrului global este factorizată ca L = L∗
1L

∗
2,

cu P ∗ < L∗
2. În scenariul nostru, deoarece L = 512, folosim configurat, ia de descompunere L∗

1 = 32 s, i L∗
2 = 16. În

Fig. 5, semnalul de intrare este o secvent, ă de vorbire, SNR = 20 dB, iar diferite valorile ale parametrilor P ∗ s, i P
sunt utilizate pentru KF-NKP s, i respectiv KF-TOT. După cum putem observa, KF-TOT depăs,es,te KF-NKP pentru
toate valorile parametrilor de descompunere. Aceleas, i filtre Kalman sunt analizate ı̂n Fig. 6, folosind valori ale SNR
mai mici s, i luând ı̂n considerare o schimbare a căii ecoului (după 3,75 secunde). În ambele scenarii (SNR = 10 dB
s, i 0 dB) algoritmul KF-TOT obt, ine performant,e mai bune decât KF-NKP, atât ı̂n ceea ce prives,te capacitatea de
urmărire, cât s, i nivelul de dezaliniere. În plus, algoritmul KF-TOT poate funct, iona cu P < P ∗ [Fig. 6(b)].
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Figure 7: Dezalinierea normalizată a RLS-TOT (cu
diferit, i factori de uitare) s, i KF-TOT (cu P = 2). Sem-
nalul de intrare este vocal, SNR = 20 dB, iar calea de
ecou se schimbă după 3,75 secunde.

0 5 10 15

Time (seconds)

-30

-20

-10

0

N
o
rm

a
liz

e
d
 m

is
a
lig

n
m

e
n
t 
(d

B
)

(a)

RLS-TOT, K = 100

RLS-TOT, K = 50

RLS-TOT, K = 10

KF-TOT

0 5 10 15

Time (seconds)

-30

-20

-10

0

N
o
rm

a
liz

e
d
 m

is
a
lig

n
m

e
n
t 
(d

B
)

(b)

RLS-TOT, K = 100

RLS-TOT, K = 50

RLS-TOT, K = 10

KF-TOT

Figure 8: Dezalinierea normalizată a RLS-TOT (cu
diferit, i factori de uitare) s, i KF-TOT (cu P = 2). Sem-
nalul de intrare este vocal, iar (a) SNR = 10 dB s, i (b)
SNR = 0 dB.
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În final, ı̂n al patrulea set de experimente, algoritmul RLS-TOT recent dezvoltat este implicat ı̂n comparat, ii [1].
În cazul RLS-TOT, performant,a sa globală este controlată de factorii de uitare, notat, i cu λ∗, unde ∗ ∈ {2, 12, 11}.
Aces,tia sunt constante pozitive, care sunt mai mici sau egale cu unu. Valori mai mari pentru λ∗ (mai apropiate sau
egale cu unu) conduc la o precizie bună a estimării filtrului, atingând astfel niveluri mai mici de dezaliniere. Pe de altă
parte, capacitatea de urmărire a algoritmului este redusă. Acest lucru poate fi ı̂mbunătăt, it prin scăderea valorilor
lui λ∗, sacrificând ı̂n acelas, i timp ı̂n ceea ce prives,te precizia (cres,terea dezalinierii). În acest context, un compromis
ı̂ntre aceste criterii de performant, ă poate fi obt, inut prin utilizarea λ2 = 1 (care corespunde celui mai scurt filtru
de lungime L2

2), ı̂n timp ce celelalt, i doi factorii de uitare sunt stabilit, i pe baza relat, iilor λ12 = 1− 1/(KPL12L2) s, i
λ11 = 1− 1/(KPL11L2), cu K > 1. În scenariul analizat ı̂n Fig. 7, algoritmul RLS-TOT utilizează diferite valori ale
lui K. Semnalul de intrare este vocal, SNR = 20 dB, calea de ecou se modifică după 3,75 secunde, iar ambii algoritmi
bazat, i pe TOT folosesc aceeas, i valoare a parametrului de descompunere, care este setat la P = 2 . În primul rând,
putem observa compromisul dintre principalele criterii de performant, ă ale RLS-TOT (capacitate de urmărire versus
dezaliniere) atunci când se utilizează diferit, i factori de uitare. Pe de altă parte, algoritmul KF-TOT are o capacitate
de urmărire mult mai bună, atingând s, i un nivel de dezaliniere mai scăzut. Precizia solut, iei furnizate de KF-TOT
poate fi atinsă s, i ı̂n medii cu SNR mai scăzut, as,a cum este sust, inut ı̂n Fig. 8(a) s, i (b), unde SNR = 10 dB s, i respectiv
0 dB. Celelalte condit, ii sunt aceleas, i ca ı̂n experimentul anterior, dar fără a schimba calea de ecou. După cum era
de as,teptat, cres,terea valorilor factorilor de uitare ai RLS-TOT (cres,terea valorilor lui K) conduce la niveluri mai
mici de dezaliniere. Pentru a atinge acuratet,ea KF-TOT, factorii de uitare ai RLS-TOT ar trebui să fie crescut, i, dar
pret,ul plătit va consta ı̂ntr-o capacitate redusă de urmărire ı̂n medii nestat, ionare (as,a cum s-a subliniat anterior ı̂n
Fig. 7). În concluzie, t, inând cont de performant,ele sale generale, KF-TOT reprezintă o alegere mai fiabilă.
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recursive least-squares adaptive filtering algorithm,” in Proc. IEEE International Symposium on Electronics and
Telecommunications (ISETC), 2024, pp. 1–4, Nov. 2024.

[4] C. L. Stanciu, C. Anghel, L. M. Dogariu, I. D. F̂ıciu, and L. Stanciu, “Regularized affine projection algorithm
for stereophonic acoustic echo cancellation,” in Proc. IEEE Conference Advanced Topics on Measurement and
Simulation (ATOMS), Aug. 2024, pp. 323–326.

[5] A. H. Sayed and T. Kailath, “A state-space approach to adaptive RLS filtering,” IEEE Signal Processing Mag.,
vol. 11, pp. 18–60, July 1994.
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