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INTRODUCERE. OBIECTIVE GENERALE.

Obiectivele principale pe care le-am avut in vedere sunt:
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Analiza bibliografiei existente privind modelarea matematicé a gomajului.
Conceperea modelelor matematice pentru descrierea somajului.

Studiul existentei solutiilor pozitive, a punctelor de echilibru si a stabilitatii acestora.
Analiza fenomenelor de bifurcatie ce apar in modelele matematice investigate.

Utilizarea unor softuri (e.g. Matematica, Maple, Matlab) pentru efectuarea simularilor numerice in
vederea verificarii rezultatelor teoretice.

PLANUL DE CERCETARE
ACTIVITATI REALIZATE

In etapa intermediara am realizat urmatoarele activitati:

Al

A2

Studiul literaturii existente referitoare la descrierea matematica a proceselor economice ce
privesc gsomajul. Lucrarile relevante identificate sunt: [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. In plus, modele
matematice bazate pe sisteme de ecuatii diferentiale cu intarzieri au fost studiate in [9, 10, 11, 12].

Conceperea unui model matematic pentru procesul amintit mai sus, utilizand un sistem de
ecuatii diferentiale cu intarziere distribuita:

Ut) = A= a1V (t) + ag]U(t) + azE(t) — by U (1),
B(t) = [a V(1) + a2]U(t) — asB(t) — b E(2), (1)
V(t) =as [;° k(s)U(t — s)ds — b3V (t),

In acest model, se presupune ca numaul gsomerilor U(t) creste continuu cu o ratd constanta A.
Guvernul si sectorul privat creazi un numar de noi locuri de munca V' (¢) care este proportional cu
numarul gomerilor. In plus, se presupune ca dacd o persoand este disponibilizati sau igi paraseste
locul de muncé, ea este transferata din clasa angajatilor E(t) in clasa somerilor. Parametri constanti
ce apar in model sunt pozitivi si au semnificatii caracteristice procesului modelat. Utilizarea
intarzierii distributite este mai riguroasa in modelarea fenomenelor in care estimarea intarzierilor
care apar este dificila sau inexacta.



A.3 Determinarea punctului de echilibru pozitiv pentru modelul matematic construit.

Propozitia 1. Notand o = #ﬂi)’ 8= % + b1, st cu Uy unica solutie pozitivd a ecuaties

aU? + U —A =0,
sistemul (1) are un unic punct de echilibru pozitiv:

Uo(ara4Uy + azbs) G4Uo)
bs(az+b2) 7 b3 )’

St = (U, Eo, Vo) = (Uo,

A.4 Studiul existentei solutiilor pozitive in cazul modelului matematic (1). Mai precis, am
investigat conditii suficiente in termeni de parametri sistemului care garanteaza pozitivitatea
solutiilor pentru conditii initiale pozitive. In acest sens, am demonstrat urmatoarea teorema:

Teorema 2. Notind 6 = min(by,bs), mulfimea

o<y <l

Q={(UEV):0<U+E< <=
3bs

})

ol

este o regiune de atractie pentru sistemul (1) pentru toate solutiile cu conditii initiale din primul
octant al spatiului R3.

A.5 Studiul stabilitatii echilibrului sistemului (1). In cazul in care intarzierea distribuita lipsegte,
adica sistemul (1) devine un sistem de ecuatii diferentiale ordinare, utilizind criteriul Routh-
Hurwitz, am demonstrat ca echilibrul S este local asimptotic stabil. In plus, utilizand Teorema lui
Rouché, am obtinut criterii suficiente, independente de Intarzierea distribuita considerata, pentru
stabilitatea asimptoticd a echilibrului S, al sistemului (1).

In etapa finald, am continuat studiul intreprins in etapa intermediard, prin urméatoarele activitati:

A.6 Adimensionalizarea modelului: prin schimbarile de variabile

2(t) = “;g‘*U (;) oyt = ";g“E (;) o) = Z—;V (;3) 7 2)

obtinem urmatorul model adimensional

a(t) =y — [2(t) + afa(t) + y(t) — Bra(t),
y(t) = [2(t) + ala(t) —y(t) — Fay(t), (3)
)= [ k(s)x(t — s)ds — Bsz(t),
0
unde coeficientii sunt dati de
- a1a4A o a9 - bl o b2 _ b3
Y= ag ) a_£751_a737 2_;37 3_;3

gi nucleul de intarziere este k(s) = ék(i) cu valoarea medie 7 = as7.

Conditii initiale asociate sistemului (3) sunt

unde ¢, v, § apartin spatiului Banach Cj ,(R_,R) (unde p > 0) a functiilor reale continue definite

pe (—00,0] cu . lim ettp(t) = 0, considerat in raport cu norma:
——00

[@lloc,e = sup e*Jop(t)].
te(—o0,0]
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Sistemul (3) are un unic punct de echilibru pozitiv:

z2o(20 + &
S+ = (x()vyOaZO) = <ﬂ3Z07 630(0)720) 5

Ba+1

unde z( este unica radacind a ecuatiei:

Ba2® + (B1 + aPy + Bifa)z — %(1 + By) = 0. (4)

Pozitivitatea si marginirea solutiilor este data de urmatoarea teorema:

Teorema 3. Octantul pozitiv deschis al spatiului R3 este invariant la fluzul sistemului (3). Mai
mult, mulfimea

v
Q=< (z,y,2):2>20, y>0, 2+y< —, 0<2z<
{( Y ) Y 4 5m BmBB

unde B, = min(fy,B2) este o regiune de atractie a sistemului (3) si atrage toate solutiile care
pornesc din conditii initiale din octantul pozitiv deschis al spatiului R3.

Investigarea bifurcatiilor de tip Hopf si a altor tipuri de bifurcatii ce apar in vecinatatea
echilibrelor acestor sisteme. Am demonstrat ca in modelele considerate nu pot apéarea fenomene
de bifurcatie, obtinand urmaéatoarele rezultate:

Teorema 4. Echilibrul pozitiv ST al sistemului (3) este local asimptotic stabil pentru orice nucleu

de intdrziere k(s).

In plus, am demonstrat stabilitatea asimptotica globala a echilibrului pozitiv, gasind o conditie
simpla asupra parametrilor modelului, dupa cum urmeaza:

Teorema 5. Dacd urmatoarea inegalitate are loc:

zo < min{f1, a2} (5)

echilibrul pozitiv ST al sistemului (3) este global asimptotic stabil pentru orice nucleu de #ntarziere

k(s).
Demonstratia teoremei se bazeaza pe constructia urmaéatoarei functii Lyapunov:
L(t) = L1 () + La(t) (6)

unde

Xo Uo 20+«

La(t) = zo20 AOO (k(s) /tts H (“’éz)) dr) ds

unde H : (0,00) — [0,00) este data de H(z) = 2 — 1 — In(z).

Li(t) = woH <f”(t)) + ZyoH (yy(s)) + 20(z0 + ) H <Z(t)+o‘>

Realizarea unor simulari numerice pentru validarea rezultatelor teoretice obtinute.

Interpretarea rezultatelor obtinute din perspectiva fenomenului economic modelat si comparatia
rezultatelor obtinute cu rezultate furnizate de modele mai simple, si investigarea influentei
intarzierilor distribuite in analiza calitativa gi cantitativd a acestor sisteme.
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