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Obiectivul 1: Studiul proprietitilor spectrale ale solutiei Hamiltonianului Bohr pentru un

potential sextic general avind doud minime de addncimi diferite.

e Determinarea conditiilor pentru care potentialul sextic efectiv al unui Hamiltonian

Bohr 5-dimensional realizeaza doud minime degenerate in energie.

e Realizarea unei analize a prorpietdtilor spectrale, electromagnetice, precum si de

tunelare de-a lungul caii alese din spatiul parametrilor.

e Identificarea cazurilor unde se realizeazad o coexistentd a formelor in starea funda-

mentala.

e Aplicarea formalismului la izotopi cu posibila coexistenta a formelor.

Proprietatile macroscopice ale nucleelor atomice sunt de reguld descrise cu ajutorul
unor modele colective. In particular, modelul Bohr-Mottelson [1] ofera o imagine fe-
nomenologicd consistentd printr-o descriere cuanticd completd a fluctuatiilor suprafetei
nucleare. Premisa acestui model este folosirea unor variabile geometrice asociate formei
nucleare. Pentru cazul deformadrii cvadrupolare, se folosesc doud variable de formd, care
impreund cu cele trei unghiuri Euler ce descriu rotatiile nucleare, formeaza un spatiu
al fazelor de dimensiunea cinci. Hamiltonianul Bohr general asociat este construit ca
suma unui operator cinetic cu o masd efectiva tensoriald, definit in acord cu principiul de
cuantificare Pauli-Podolski [2], si un potential dependent doar de variabilele de forma.

Diagonalizarea numerica a Hamiltonianului Bohr in forma sa cea mai generala a fost



abordata incd de la introducerea modelului, materializdndu-se in asa-numitul Model Ge-
ometric Colectiv [3-6]. In ciuda succesului siu, acest model suferd de mai multe nea-
junsuri, care 1l fac dificil de implementat pentru calcule directe. Limitele exact rezolva-
bile [7,8] insa contin putini parametri si ofera calcule calitative surprinzator de bune. Tot-
odatd, aceste solutii sunt foarte bune doar pentru descrierea crudd a unor aspecte limitate
ale excitatiilor colective. O varietate mai mare a comportarilor colective este in prezent
accesibild prin intermediul Modelului Algebric Colectiv [9], care reprezintd o variantd
tractabila computational a modelul geometric colectiv general. Totusi, la fel ca in cazul
solutiilor analitice, complexitatea potentialelor colective abordabile este limitata la cazul
cu un singur minim global in spatiul variabilelor de deformare, chiar daca de data aceasta
curvatura minimului este arbitrard. Acest lucru, impiedica aplicarea efectiva a modelului
la nuclee tranzitionale, ale caror forme, prin definitie si observatie, nu sunt nici sferice si
nici deformate.

Potentialul critic pentru o tranzitie de faza corespunde fie unei gropi plate ori unui
profil cu doud gropi. Primul caz implica un amestec maxim al formelor, in timp ce cea de-
a doua situatie corespunde unui scenariu in care cele doud forme corespunzatoare gropi-
lor de potential coexistd [10]. Observatiile experimentale sugereazd faptul ca realitatea
este undeva la mijloc. Lipsa unei forme determinate pentru nucleele tranzitionale consti-
tuie un impediment major pentru modelarea teoretica a punctului critic asociat acestora.
Acest impas a fost oarecum ocolit initial prin introducerea unor solutii particulare pentru
Hamiltonianul Bohr bazate pe un potential analitic de tip groapd dreptunghiulard in-
finitd, care ignord posibila bariera ce ar separa cele doua minime de deformare intre care
s-ar face tranzitia de faza. Astfel de solutii cum ar fi £(5) [11], X (5) [12] si multe altele,
au devenit in scurt timp adevarate puncte de referinta pentru studiul atat teoretic cat si
experimental al fenomenelor colective critice din nucleele atomice [13]. Astfel, s-a aflat
cd aceste solutii sunt strans legate de simetria dinamica Euclideana [14]. Acest rezultat
vine ca o consecintd a solvabilitatii exacte a acestor modele. Este atunci natural sd pre-
supunem cd simetria dinamicd Euclidiand ar putea juca un rol important si in descrierea
unei tranzitii de fazd ce trece printr-un punct critic ce implica si coexistenta de forme.

In cadrul acestui studiu, am considerat functii Bessel de ordinul unu pentru diago-

nalizarea unui Hamiltonian Bohr pentru un potential cu doud minime in variabila de



deformare [ ce defineste abaterea formei nucleare de la sfericitate. Functiile si implicit
ecuatia Bessel sunt strans legate de simetria dinamica Euclidiana. Intr-adevar, operatorul
Casimir al grupului Euclidian coincide cu ecuatia pentru functiile Bessel de ordinul unu.
Scopul propus este de a oferi o cale simpld pentru a obtine spectrul energetic pentru cea
mai simpld dar totodata cea mai generald forma a unui potential colectiv cu doua mini-
me iIn variabila 3. Gama imensa de aspecte spectrale si dinamice continute intr-un astfel
de formalism este folositd pentru investigarea fenomenului de amestec si coexistentd a
formelor nucleare.
Se foloseste Hamiltonianul Bohr [16]
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este operatorul Casimir SO(5) ce descrie rotatiile din spatiul cinci-dimensional. Functia
proprie a acestui operator Casimir este asa-numita armonica sfericd SO(5) Vrarm (7, 2)
[17], ce este indexata de numarul cuantic de senioritate 7 [18]. Senioritatea defineste si

valoarea proprie corespunzatoare a Casimirului SO(5) [19]:

AQJ}T@LM('Y, Q) = 7_(7— + 3)yTaLM(’Y7 Q) (3)

L este momentul cinetic intrinsec, M proiectia sa, iar a este numdrul cuantic lipsd ce
deosebeste multiplele realizari ale aceluiasi moment cinetic in cadrul unui multiplet de
senioritate bine determinatd. Daca potentialul este functie doar de variabila 3, atunci
intreg Hamiltonianul (1) va contine simetria grupului special ortogonal al rotatiilor in
cinci dimensiuni SO(5). In acest caz, functia totald poate fi factorizatd ca Ve orn =
Rer (B)Vrarm (7, 2), € jucdnd rolul numdrului cuantic al excitatiilor datorate variabilei 3.
Aceastd instantd a Hamiltonianului Bohr se spune cd este -instabila.
Pentru indeplinirea obiectivului propus se va folosi potentialul sextic:

2B
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si metoda de diagonalizare introdusd in [10,15]. Acest potential are doud minime, cu unul

in origine, atunci cdnd b > 0 si a® > 3b. Diagonalizarea Hamiltonianului Bohr asociat
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unui astfel de potential este realizatd cu ajutorul unei baze construite ca o dezvoltare de

tip Bessel-Fourier [20], unde functiile componente sunt definite astfel:

-  V28720,(248/Bw)
Benl0) = =3 )

Functiile bazei sunt determinate de o alegere potrivitd a parametrului de limita y,. Acesta

(5)

defineste o ecuatie de tip radial pentru un potential groapa infinitd, a cdrei solutii sunt ex-
primate ca functii Bessel de ordinul unu J, cu v = 7+ 3/2 si zerourile sale z. Solutia
finala reprezentatd ca o dezvoltare Bessel-Fourier este atunci datd de:

NMaxzx

Rer(8) = > ASR(B), (6)

unde 7,4, este dimensiunea bazei trunchiate, in timp ce { deosebeste ordinul solutiei

diagonalizarii matricii Hamiltonianului:
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este determinatd numeric sau apeldnd la relatii de recurenta [20].

Parametrul de limitd ce defineste baza de diagonalizare depinde in general de starea
calculatd, precizia cu care se doreste determinarea energiei acestei stdri, de dimensiunea
trunchierii bazei, precum si de potentialul folosit. In acest studiu, a fost fixat un parametru
de limitd Sy comun pentru toate starile considerate. Acest lucru a fost realizat prin
tixarea in prealabil a dimensiunii bazei de diagonalizare si apoi cresterea incrementald
a parametrului de limitd incepand cu valoarea unde se afld cel de al doilea minim al
potentialului, pdnd cand energiile tuturor stdrilor considerate ating o convergenta sa-
tisfacdtoare In ceea ce priveste precizia prestabilitd. Astfel, limita 3y va depinde doar
de parametrii potentialului sextic si in consecintd nu este un parametru liber. Avan-
tajul bazei de diagonalizare folosite constd in faptul cd partea solicitantda din punct de
vedere computational este reprezentata doar de integralele (8) care nu depind de nici un
parametru. Astfel, aceste integrale trebuie calculate doar o singurd datd si apoi factorizate

de coeficientii a si b ai potentialului pentru a calcula matricea Hamiltonianului.
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Pentru o mai bund intelegere a dinamicii sistemului ce reiese din prezenta a doud
minime in potentialul colectiv, ecuatia diferentiald (1) cu (4) este transcrisa intr-o forma

Schrodinger unidimensionald prin schimbarea de functie:

Re-(B) = fer(8)/ 5. ©)

Prin acest procedeu se obtine potentialul efectiv:

T(T+3) +2
52

Datoritd contributiei centrifugale, minimul din zero al potentialului original este deplasat

Verr(B) = + % —ap* +b53°. (10)

atat ca valoare cat si ca pozitie in cadrul reprezentarii potentialului efectiv. Aceastd
contributie centrifugald ce vine de la gradele de libertate hyper-rotationale afecteaza chiar
si starea fundamentald. Intr-adevdr, atunci cand 7 = 0, contributia centrifugala 2/3% nu
dispare. In aceste conditii, este posibil ca un potential colectiv sextic cu doud minime s
tie de fapt asociat unei probleme efective pentru un potential cu un singur minim, fara
efecte de coexistentd. Din acest punct de vedere, se poate afirma cd potentialul efectiv
contine mai multa informatie despre proprietatile dinamice ale sistemului descris.

Variatia parametrilor a si b ce definesc potentialul sextic produce o mare diversitate
de comportdri dinamice colective incluzand si cazuri exotice [10]. Efectul variatiei adi-
abatice a fiecdrui parametru asupra proprietdtilor spectrale este dificil de extras intr-o
manierd edificatoare. Este posibil totusi sd se aleaga o cale in spatiul parametrilor a si b
caracterizatd de anumite proprietdti specifice ale potentialului sextic ce ar fi de interes.
In acest studiu am ales sd cercetez proprietitile oferite de modelul propus in cazul cand
potentialul efectiv pentru 7 = 0 ce descrie atat starea fundamentald cat si stdrile 3 excitate
0%, are doud minime degenerate in energie. Evident, o astfel de restrictie este orientatad
spre o interpretare geometricd a coexistentei de forme in stdrile de energie joasa si impune
o relatie functionald intre cei doi parametri a si b ai potentialului. Functia a = f(b) este
determinatd numeric si corespunde unei evolutii de la bariere inalte si subtiri consemnate
de valori mici ale lui a la bariere joase si extinse obtinute la valori mari ale lui a.

Pentru aplicatiile numerice am considerat o bazd de dimensiunea ns,, = 30. O astfel
de trunchiere a bazei si determinarea parametrului de limita 3y, corespunzator, garan-
teazd cd orice mdrire a bazei va produce modificdri ale energiilor considerate ce vor fi

mai mici decat precizia prestabilita de 10~ a energiilor absolute care sunt de ordinul
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unitdtilor. Dat fiind faptul cd baza de diagonalizare este special menita pentru potentiale
cu mai multe minime, performanta acesteia este comparatd cu traditionala diagonalizare
in baza stdrilor oscilatorului armonic sferic din cinci dimensiuni. Se constatd ca in cazul
parametrilor a si b ce realizeazd un potential efectiv pentru starea fundamentald cu doud
minime degenerate si cu o barierd separatoare moderatd ce permite tunelarea dintre ele,
baza propusd cu parametrul fixat initial pentru dimensiunea n,s,, = 30 converge de doud
ori mai repede cu cresterea dimensiunii bazei decat in cazul functiilor de oscilator. Acest
lucru nu este intdmpldtor, deoarece bazele construite pe functii de oscilator sferice sau
deformate ofera un castig in rata de convergentd pentru un minim cu pretul scaderii pre-
ciziei pentru cel de al doilea minim al potentialului.

Fenomenologia asociata dinamicii sistemului din starea fundamentala si stdrile 3 ex-
citate cu 7 = 0 ce urmeazd calea din spatiul parametrilor a si b corespunzatoare unui
potential efectiv pentru 7 = 0 cu doud minime degenerate, poate fi extrasa din evolutia

solutiilor evidentiata in distributia probabilitatii de deformare £:

per(B) = [Re- (8)]*B". (11)

Astfel, pentru valori mici ale lui ¢ = f(f), atunci cdnd bariera separatoare este foarte
inaltd, starea fundamentald este localizatd in groapa cu deformare mare, iar prima stare
3 excitatd este localizata in groapa de deformare mica. In aceastd situatie, datorats impe-
netrabilitatii barierei separatoare, cele doud stari precum si benzile rotationale construite
pe acestea pana la o anumitd frecventd nu interactionaza intre ele si posedd deformari g
medii extrem de diferite. Din punct de vedere fenomenologic, aceasta imagine corespun-
de unei coexistente de forme nucleare definite ca existenta intr-un singur nucleu a unor
seturi de stdri cu caracteristici apartinand la forme foarte distincte [21].

Crescand parametrul a de-a lungul functiei « = f(b) specificate, bariera devine mai
joasa si incepe sd intervina tunelarea cuantica dintre cele doud gropi, fapt reflectat intr-
un schimb de probabilitate de distributie a deformarii intre cele doua gropi de potential.
Cand se intampld acest lucru, probabilitatea de distributie a deformarii pentru primele
doud stari 0 incepe sa prezinte o formd cu doud varfuri. Aparitia celor doud varfuri in
starea 0" [ excitatd este datoratd formadrii unui nod in functia de unda asociatd. Acest
lucru este specific unei stdri excitate vibrational unde cele doud varfuri emergente cores-

pund la deformarea punctelor de intoarcere a vibratiei [22]. Functia de unda in variabila
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B a stdrii fundamentale, din contra, nu are un nod. Dar chiar si asa, totusi prezintd si ea o
distributie de probabilitate a deformadrii cu doud varfuri. Din punct de vedere fenomeno-
logic, acest lucru este inteles prin prisma fenomenului de coexistentd in acelasi nucleu
dar si in aceiasi stare, a doud forme foarte diferite. In acelasi rationament, excitatia /3 este
rezultatul unei vibratii mai generale intre doud minime [22-24]. Acest caz special este
asociat cu asa-numitul fenomen de coexistentd a formelor cu amestec [21].

In sfarsit, atunci cand bariera separatoare este sub nivelul starii fundamentale, efectul
acesteia incepe sd scadd pand devine complet neglijabil. Apogeul acestei tendinte consta
in obtinerea unei functii de unda pentru starea fundamentald cu un profil al probabilitatii
de deformare avand un singur varf foarte extins ce cuprinde ambele gropi de potential.
In acelasi timp, starea 0* 3 excitatd va cipdta un caracter vibrational mult mai pronuntat.
Toate aceste aspecte sunt bine-cunoscute ca fiind signaturi ale fluctuatiilor mari ale formei
nucleare ce au loc in punctele critice ale tranzitiei de fazd dintre forma sfericd si cea de-
formata a nucleului atomic.

Degenerarea stdrilor teoretice conform grupului SO(5) este rar regdsitd in spectrele
colective experimentale. Pentru a imbundtati aplicabilitatea formalismului, realizarea ex-
perimentald a acestuia este cdutata cu un termen rotational invariant la grupul SO(3),
folosit pentru desfacerea multipletilor de senioritate in componente cu moment cinetic
distinct. Justificarea teoretica a unui astfel de termen vine din considerente de sime-
trie. Modelul Bohr in general satisface o algebra Heisenberg-Weyl ce genereazad grupul
HW (5) [25]. Functiile de undd ale bazei de diagonalizare folosite in acest studiu sunt

clasificate conform numerelor cuantice asociate lantului de subgrupuri:

E(5) < SO(5) C SO(3) C SO(2), (12)
13 T L M

unde E(5) este simetria dinamicd pentru solutia Hamiltonianului Bohr v-instabil cu un
potential de tip groapa dreptunghiulard infinitd pentru variabila 3, iar SO(D) sunt gru-
purile speciale ortogonale ale rotatiilor in D = 2,3 si 5 dimensiuni. Atunci, produsul
semi-direct [HWW (5)]E(5) defineste grupul de simetrie dinamica care este potrivit pentru
tratarea Hamiltonianului Bohr in varianta sa y-instabild cu un potential ce are mai multe
minime. Cea mai generald forma a Hamiltonianului intr-o astfel de simetrie este dat de

suma operatorilor Casimir din lantul de subalgebre al grupului si un potential in variabila
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Hiaws)ei) = aClE(G)] + CISOG)] + ¢;CISOB)] + V(P), (13)

unde ¢;(i = 1, 2, 3) sunt parametri liberi. Operatorul Casimir al lui E(5) este exact opera-
torul cinetic al Hamiltonianului Bohr, in timp ce C[SO(5)] = A2iar C[SO(3)] = L2. Pentru
o reproducere cantitativa a datelor experimentale cu un numadr cat mai mic de parametri,
cel de al doilea operator Casimir poate fi omis. Aceastd alegere se rezuma la modificarea
Hamiltonianului (1) prin adunarea unui termen ce conserva simetria SO(5), si anume L2.
Acesta are menirea de a desface multipletul 7 de nivele energetice fara a schimba functia
de undd totald [26]. Acest lucru este posibil deoarece armonicile sferice SO(5) sunt functii
proprii atat pentru A? catsi pentru L? i Ly cu valorile proprii L(L + 1) si respectiv M.
Formalismul, fara nici o restrictie impusd parametrilor a si b, a fost aplicat cu succes
pentru descrierea starilor de energie joasd ale nucleelor “**%1°Mo, scotadnd in evidenta

aspecte legate de coexistenta de forme a acestor nuclee.

Obiectivul 2: Studiul problemelor cvasi-exact solubile descrise de ecuatia Schrodinger pentru
un potential sextic.

Rezultate preconizate:

e Stabilirea legdturii dintre cvasi-exact solvabilitatea unei ecuatii Schrodinger multi-
dimensionale pentru un potential sextic si solutiile polinomiale ale ecuatiei diferen-

tiale Heun biconfluente.

e Extinderea spectrului algebrizabil al ecuatiei Schrodinger pentru un potential sextic

prin variatia ordinului de exact solvabilitate cu momentul orbital.

e Realizarea unui raport final ce va include rezultatele importante aferente progra-

mului de cercetare propus.

Atasat acestui raport este forma finald a lucrarii ce prezintd rezultatele obtinute prin
indeplinirea acestui obiectiv. In cele ce urmeaza voi prezenta pe scurt concluziile reiesite
din acest studiu ce fac obiectul acestui raport de cercetare final.

Emergenta solutiilor polinomiale pentru ecuatia diferentiald Heun bi-confluentd [27] a

fost investigata in legdtura cu notiunea de solvabilitate cvasi-exacta [28-31]. Formalismul



analitic complet a fost folosit mai apoi pentru a studia proprietatea de solvabilitate cvasi-
exactd a ecuatiei Schrodinger hyper-radiale in D dimensiuni

@ D-1d Ui+D-2)

dr? r dr 72

+ V(T’) - Enl \I/nrl<7’) = 0, (14)
pentru un potential sextic izotrop
V(r) =ar® +br* +1°, (15)

unde 2 = 2m = 1, In timp ce [ este numarul cuantic associat grupului ortogonal al
rotatiilor SO(D), iar indicele n, denota solutiile distincte ale excitatiilor asociate variabilei
radiale r.

Acest lucru a fost realizat prin aducearea, printr-o schimbare de variabild y = 2/v/2
si de functie

U, (y) ~ y~ (P05 = 5V ) (16)

a ecuatiei Schrodinger radiale associate acestei probleme, la o formd canonicd a ecuatiei

Heun bi-confluente [32-36]

yh"(y) + (1 +a — By — 2y°) I (y)
+{er-a-2y- 30+ s0+alfre) =0 a7)

Conditiile necesare pentru a avea solutii polinomiale pentru ecuatia Heun [34] sunt apoi
transpuse In constrangeri asupra parametrilor potentialului exprimate in functie de nu-
madrul cuantic de rotatie /, dimensiunea spatiului D precum si ordinul de solvabilitate
exacta n:

b2

a:Z—Ql—D—éln—Z. (18)

n defineste de fapt ordinul de trunchiere al solutiilor polinomiale pentru ecuatia Heun
bi-confluenta si deci dicteazd numarul de stari ce pot fi obtinute algebric exact in forme
analitice compacte.

Pentru a avea un potential independent de stare, coeficientii a si b trebuie sa fie inva-

rianti la schimbarea numarului cuantic / si a ordinului de trunchiere n
[+ 2n = K = const. (19)

Acest lucru poate fi realizat prin varierea lui [ cu doud unitati corelatd cu varierea lui n

cu o unitate [37-41]. Astfel, setdnd o valoare maxima pentru n, se pot determina doar
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stari cu [ par sau doar stari [ impar. Numadrul de solutii pentru un [ fixat scade odatd cu
valoarea lui /. Acest artificiu matematic are rolul de a adapta formalismul solvabilitatii
cvasi-exacte la potentiale independente de stare. Un avantaj aditional este oferit si de
madrirea numadrului de stari ce pot fi detereminate exact.

Proprietatile potentialului sextic in aceste conditii, sugereaza reactii diferite la variatia
marimilor implicate, in cele trei faze ale potentialului determinate de caracteristici speci-
fice ale punctelor sale critice:

1) Cand potentilul sextic are un singur punct minim in origine, domeniul de existenta
a solutiilor exacte in spatiul parametrilor sdi este restrans odata cu marirea dimensiunii
D si ordinului maxim de solvabilitate exacta.

2) Pentru potentiale cu un maxim in » = 0 si un minim in » > 0, domeniul de existenta
al solutiilor exacte creste odata madrirea atat a dimensiunii spatiului cat si a ordinului
maxim de solvabilitate exactd.

3) In final, existd potentiale cvasi-exact solubile ce prezinti simultan doud minime,
cu unul in origine. Domeniul lor de existentd fiind mai mic pentru ordine maxime de
solvabilitate exactd si dimensiune D mai mari.

Ca exemplu demonstrativ al acestei metode, au fost realizate niste calcule pentru cazul
tridimensional. In concluzie, studiul realizat oferd o descriere completd a proprietatii
de solvabilitate cvasi-exactd a potentialului sextic izotropic in ceaa ce priveste solutiile
polinomiale ale ecuatiei Heun bi-confluente. Trebuie de mentionat cd formalismul descris
este usor transpozabil in aplicatii fizice concrete. Deasemenea, a fost aratat faptul ca
mecanismul ce mentine potentialul independent de stare extinde utilitatea proprietatii de
solvabilitate cvasi-exactd, fapt ce se reflecta si intr-o crestere consistentd a numadrului de

stari exact solubile ale potentialului considerat.

Obiectivele prezentate in cadrul propunerii de ceretare au fost realizate integral, iar

rezultatele preconizate au fost atinse.
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Quasi-exact solvability of the
D-dimensional sextic potential in terms of
truncated bi-confluent Heun functions

R. Budaca*

Abstract

The D-dimensional Schrodinger equation for an isotropic sextic po-
tential is brought to a form compatible with the canonical bi-confluent
Heun differential equation. The quasi-exactly solvable properties of
the model are recovered by considering polynomial solutions for the
bi-confluent Heun equation which constrains the potential parameters
in terms of rotation quantum number, space dimension and order of
the exact solvability. It is shown that the state independence of the po-
tential can be maintained by using a see-saw adjustment between the
rotation quantum number and the exact solvability order. An analysis
on the exactly solvable instances of the sextic potential is presented in
correlation with the extended set of exactly solvable states.

MSC: 34Axx, 34Bxx, 81Qxx, 81Vxx

keywords: Schrodinger equation, Quasi exact solvability, bi-confluent
Heun differential equation.

1 Introduction

The study of Heuns differential equation [1] and its confluent forms is a very
important in mathematics [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] due to its many valuable
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physics applications [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Indeed, the special cases
of the confluent Heun equation include well known mathematical physics
equations, such as the Spheroidal, Generalized Spheroidal, Whittaker-Hill,
Razavy, Mathieu and many other equations. In particular, the confluent
Heun equation was consistently used in quantum mechanics for the pur-
pose of finding new categories of solvable potentials [18, 19, 20]. As the
Schrodinger equation is the cornerstone of quantum mechanical treatment
of physical systems, the information related to it is essential. Exact solu-
tions of the Schrédinger equation determined in a fully algebraic manner,
are directly related to the symmetry properties of the model. The study
of these solutions reveals real or hidden and unexpected properties of the
modeled physical systems and provides guidelines to construct consistent
perturbation approaches for quantitative calculations of relevant quantities
for more complex potentials. The limited number of exactly solvable poten-
tials include the Coulomb, Kratzer, harmonic oscillator, Davidson, Morse,
Poschl-Teller, Scarf, Rosen-Morse, Eckart, Nathanzon and a few others. A
bridge between exact models and the exactly non-solvable potentials is of-
fered by the notion of quasi-exact solvability [22], which is understood as
the property of the model to have only a finite number of exact and explicit
analytical solutions for certain parametrizations of the considered poten-
tial. All these quasi-exactly solvable models arise as special cases of the
confluent Heun equation with polynomial solutions [14, 8]. In this sense, es-
pecially useful for physical phenomena are few double-well potentials, whose
low-lying eigenstates are related to the finite polynomial solutions of the con-
fluent Heun equation. In many cases, extension to multiple dimensions is
possible, however with particular changes in physical implications [14].

Here, the case of the quasi-exactly solvable multidimensional isotropic
sextic potential will be considered in terms of the polynomial solutions of the
bi-confluent Heun equation. The aim of the study is to obtain the restriction
of the potential parameters in terms of the dimension of the coordinate
space and using this condition to extend and optimize the number of exactly
solvable states for a certain set of potential parameters. Additionally, the
quasi-exactly solvable form of the potential is analyzed in what concerns the
number of exhibiting critical points.

The paper is structured as follows. In the next section, the general canon-
ical form of the bi-confluent Heun differential equation will be presented to-
gether with the conditions which accommodate solutions of the polynomial
type. Section 3 will be devoted to the relation between the quasi-exactly
solvable D-dimensional Schrédinger equation for an isotropic sextic potential
and the bi-confluent Heun equation with polynomial solutions. In Section
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4, an example calculation will be presented for the three-dimensional case.
The final conclusions will be drawn in the last section.

2 Polynomial solutions of the bi-confluent Heun
differential equation

The canonical form of the bi-confluent Heun differential equation is [2, 3, 4,
5, 6]:

yh'(y) + (14— By — 207) W (y)
1
+{-a-2y-56+p0+a)} b =0 (1)
If @ > 0, it admits solutions of the power series form [4]:

n=3

p—O

2
1—|—Ozpp'y7 ()

where Ag = 1, and

I(z+p)

=z(x+1)...(z+p—1). (3)

is a Pochhammer symbol [21]. The coefficients A, must then satisfy the
three-term recurrence relation

Apra = Apa {(p+ 18+ 36+ 801+ )l

+Ap(v =2 —a—2p)(p+ 1)(p+a+1)=0, (4)
which is obtained from Eq.(1) when inserting (2) into it. In order to have
polynomial solutions, the power series (2) must be firstly bounded below,

which results in the initial condition A_; = 0 for the recurrence relation.
The truncation from above of the power series is conditioned by

y—2—a=2n, n=0,1,2,.., (5)

and
An+1 == 0 (6)
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Applying these conditions to the recurrence relation (4), one can easily see
that all coefficients A, with p > n vanish and the series (2) is indeed trun-
cated to a polynomial of degree n. The last condition actually represents a
set of linear equations for the non-vanishing coefficients A,,:

5 B B+ a)] Ao+ Ay =0, (7)

2n(1+ a)Ag — {,8+;[6+,8(1+a)]}A1+A2 0,

4n—1)(2+ a)A; — {2B+;[5+ﬁ(1+a)}}A2+A3 —0,

on(n +a)An_1 + {nﬁ 4 % 6+ B(L+ a)]} A, =0, (8)
The system of linear equations can be written in a matrix form as:
Ao 1 0 0 : 0 0 Ao
n Ay 1 0 0 0 Ay
MA—| O T2 A 1 : 0 0 Az —0, (9)
000 0 0 : Ay 1 || Ay
0 0 0 0 o1 Ap Ap
where
A, = —% [0+ B(1+ a)] — kB, (10)
I'v = 2k(n—k+1)(k+a). (11)

Finally, one can see that the second restriction (6) amounts to the compat-
ibility condition
detM = 0. (12)

The truncation of the power series (2) infer that the associated model is
quasi-exactly solvable [22], that is only a limited set of its states can be
explicitly determined in an algebraic manner. As a matter of fact, quasi-
exact solvability is directly connected to polynomial solutions of the general
Heun equation [14, 8, 23]. The quasi-exact solvability of Schrodinger equa-
tions which can be brought to the bi-confluent Heun equation form is of two
types. If the energy is contained explicitly in the first condition (5), then
it is said that the model’s quasi-exact solvability is of type two, else the
energy is determined from the compatibility condition (6) and the quasi-
exact solvability is of type one [14]. Note however, that in the first case
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the compatibility condition will be used to determine the other parameters
involved in the first condition (5) and consequently defining the energy. For
example, oscillator-like potentials lead to quasi-exactly solvable problems of
first type, while Coulomb-like potentials are of the second type.

3 Sextic potential in D dimensions

For a particle moving in an isotropic potential in D dimensions, the hyper-
radial equation has the form:

_ﬁ_D—1£+l(l+D—2)
dr? r dr r2

+V(r) - Enl] Wp,1(r) = 0. (13)

The energy units are such that A = 2m = 1, while [ is the quantum number
associated to the orthogonal group of rotations in D dimensions SO(D).
The index n, denotes distinct solutions of the equation for fixed [. The
above equation is written in a convenient Schrodinger canonical form

&2 A+
dr? 72

+V(r) - Enl] ®y,1(r) =0, (14)

with the help of the change of function ®,, ;(r) = r(P?=D/2¥, (1) and using
the notation A = [ + (D — 3)/2. In what follows one will consider a sextic
potential of the following form:

V(r) = Ar*+ Br' + Cr°. (15)

It is easy to verify that the energy eigenvalue of the Schrodinger equation
for such a potential satisfies the scaling property:

E(A,B,C) = C"1E(AC™2,BC™1,1). (16)

Other two relationships can be found such that to obtain parameter free
factor for the harmonic (r2) or the quartic (r*) term. The choice made here,
will become useful in comparing the results with the quasi-exactly solvable
model of Ref.[22]. Leaving aside the scale dependence, all information can
be obtained by solving just the sextic potential:

V(r) = ar? + br* 415 (17)
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In order to solve the Schrodinger equation for this potential by means of
Heun functions, one first make the change of variable y = r2/1/2. The new
differential equation then reads as

& 1d MA+1) 1 ) , 3
TS T o T T o T, 2 4° — E)| ® — 1
[ydzﬂ ey 4y 4 (ay+ by” + 4y ) nd(y) =0, (18)

where ®,, ;(y) = @nrl(\/y\iﬁ)-
ﬂe,%(ﬁbﬁx)h(

Making now the change of function ®, ;(y) =y 2
arrives at the following equation

y), one

yh' (y) + (A + ; - ;iy - 2y2> K (y)

+{<b2-A-5—“)y+f[E—Z@MB)}}h(y):o- (19)

Comparing it with (1), the following correspondences can be made:

1 b E 1 (b
a—>\+27ﬁ—ﬁ75——\/§7’7—2<4_a>7 (20)

and

Ay = *{ﬂE-b(HEHk)], (21)

Ty = k(n—k+1)(2k+21+1). (22)

In order to have finite polynomial solutions, the first condition (5) becomes
a relation between the potential parameters, the rotation quantum number
A and the truncation order n:

b2 2

a:Z—2)\—5—4n:bZ—2l—D—4n—2. (23)

In order to have a state-independent potential, the coefficients a and b must
be invariant with the change of rotation quantum number [ and the trunca-
tion order n. This is realized, if the following condition is fulfilled:

[+ 2n = K = const. (24)

A see-saw variation of [ and n can work within this restriction [24, 25, 26, 27,
28]. Indeed, increasing [ with two units, will trigger the decrease of n with a



Quasi-exact solvability 7

single unit. Setting a maximum value 14, for n, one can exactly determine
only the odd-/ or even-I states, with [-dependent number of solutions for the
r variable.

Let us turn to the general form of the sextic potential, whose critical
points are r = 0 and

1
ry = \/3 (~b+Vb? = 3a). (25)
Plugging in the above equation the identities (23) and (24), one obtains the
quasi-exactly solvable form of the sextic potential
2

Vor(r) = (Z —2(K +1) —D> r2 4 bt 45, (26)

whose non-zero critical points are given by

1 b?
ry = 3(—bi\/4+6(K+1)+3D)' (27)

Judging by the number of critical points, there are three different cases:

1) For b > 24/2(K + 1) 4+ D, the potential (26) has a single minimum in
r = 0. The domain of existence for this case decreases with the increase of
the dimensions number D and the number of exactly solvable states involved
in the quantity K.

2) The critical point » = 0 of the potential (26) becomes a maximum,
and an additional minimum appears at ry if —2/2(K+1)+D < b <
2y/2(K + 1) + D. The increase of 2(K + 1) + D quantity causes the increase
of the existence interval, the lowering in energy of the potential minimum
and the displacement of the minimum position to higher r values. The effect
of b variation is opposite.

3) Finally, potential (26) can have simultaneously minima in r = 0 and
r4, separated by a maximum in r_ when b < —24/2(K + 1)+ D. In this
case, increasing 2(K + 1) + D leads to an energy lowering for the maximum
and non-zero minimum of the potential, and to their shifting to low and
respectively larger values of r. While larger values of b correspond to a
simultaneously increased maximum and decreased minimum of the potential,
both being displaced to higher r values.

The total wave function corresponding to the D-dimensional Schrédinger
equation for a quasi-exactly solvable sextic potential can be written as fol-
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lows:

;o _br? tMaz” T3 Al r2\”
U, (r) = Nprle” 771 —L =, (28)
) = o P EEIRANE
P

where 7 = 0 for even [ states, and 7 = 1 for odd [ states, while n, denotes
the order of the solution for the secular equation involving the coefficients
Ap. The norm N, ; can be determined in terms of hypergeometric functions
of the first kind [21].

At this point, it is instructive to compare this formalism with the one-
dimensional quasi-exactly solvable model of Ref.[22], whose differential op-

erator is
_3 _1
—;;224— (28 212(25 2)

1
+ [b’Q —4d (S + B + nﬂ x4+ 24t 2t + a%a®. (29)

The above equation can be easily recovered from the formulas (13) and (26)
by matching the involved parameters as:

b D
a , 57 28 + 5 (30)

and with integer n having the same significance of exact solvability order.

4 Three-dimensional case

In order to clarify the procedure, one will treat here the case of D = 3 for
a maximal truncation order nys.; = 1 and consider only the even [ states.
This choice amounts to K = 2 and to the following state-independent form
of the quasi-exactly solvable sextic potential

2

b
Vor(r) = (4 — 9) r? + bt + 10, (31)

As can be seen, the results will have a parametric dependence only on b.
For [ = 0, the truncation order is n = 1 and the compatibility condition for
the non-vanishing coefficients Ag and A; reads:

Ay 1

det I A

= 0. (32)
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It can be expanded into a quadratic equation for the energy

\/E2—b(l+2) — 0% —8(20 + 3). (33)

The two solution for the energy are then

Eyp = b<l+;>—\/b2+16<l+§), (34)
By = b<l+2)+\/b2+16<l+2>, (35)

with the corresponding wave-functions:

4 w2 b o \/ b2 + 16 (l + %)
\IJOO(T) = Nge 474 |1+ r? , (36)
a(1+3)
4 b + V b2 + 16 (l + %)
Uio(r) = Nipe 77 |1+ r?, (37)
a(i+3)

where coefficients Ag = 1 and A; were determined from the two-dimensional
system of linear equations with compatibility condition (32).
Now, for [ =2 and n = 0, there is a single solution which is simply

4 2

3 r
EQQ =b <l + 2) s \1102(7’) = N027’26_7_T. (38)

5 Conclusions

The emergence of polynomial solutions for the bi-confluent Heun differential
equation was discussed in connection to the notion of quasi-exact solvabil-
ity. The formalism was used to investigate the quasi-exact solvability of
the D-dimensional Schrodinger equation for an isotropic sextic potential.
This was done by bringing the corresponding Schrodinger equation, through
a change of variable and function, to a canonical bi-confluent Heun form.
The conditions for polynomial solutions of the bi-confluent Heun equation
are transposed into constrains on the potential parameters in terms of ro-
tation quantum number, space dimension and order of the exact solvability.
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The properties of the sextic potential within these constraints suggest dis-
tinct responses to the variation of the involved quantities associated to three
well defined phases, where the potential have specific critical point charac-
teristics. A mathematical artifice is used to adapt the formalism to state
independent potentials with extended number of exactly solvable states in
what concerns both radial and rotational quantum numbers. An illustrative
example of the method was presented for the three-dimensional case. In
conclusion, the present study provides a complete description of the quasi-
exact solvability property of the isotropic sextic potential in connection to
the polynomial solutions of the bi-confluent Heun equation, which is easily
transposable to concrete applications. Also, it was shown that the mech-
anism assuring the potential’s state independence leads to an extension of
the quasi-exact solvability’s utility, reflected in a greater number of exactly
solvable states associated the considered potential.
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