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Introducere

Proprietatile macroscopice ale nucleelor atomice sunt de reguld descrise cu ajutorul
unor modele colective. In particular, modelul Bohr-Mottelson [1] ofera o imagine fe-
nomenologicd consistentd printr-o descriere cuanticd completd a fluctuatiilor suprafetei
nucleare. Premisa acestui model este folosirea unor variabile geometrice asociate formei
nucleare. Pentru cazul deformdrii cvadrupolare, se folosesc doud variable de formd, care
impreund cu cele trei unghiuri Euler ce descriu rotatiile nucleare, formeaza un spatiu
al fazelor de dimensiunea cinci. Hamiltonianul Bohr general asociat este construit ca
suma unui operator cinetic cu o masa efectiva tensoriala, definit in acord cu principiul de
cuantificare Pauli-Podolski [2], si un potential dependent doar de variabilele de forma.
Diagonalizarea numerica a Hamiltonianului Bohr in forma sa cea mai generald a fost
abordatd inca de la introducerea modelului, materializandu-se in asa-numitul Model Ge-
ometric Colectiv [3-6]. In ciuda succesului siu, acest model suferd de mai multe nea-
junsuri, care il fac dificil de implementat pentru calcule directe. Limitele exact rezolva-
bile [7,8] insa contin putini parametri si oferd calcule calitative surprinzdtor de bune. Tot-
odatd, aceste solutii sunt foarte bune doar pentru descrierea crudd a unor aspecte limitate
ale excitatiilor colective. O varietate mai mare a comportdrilor colective este in prezent
accesibild prin intermediul Modelului Algebric Colectiv [9], care reprezintd o variantd
tractabild computational a modelul geometric colectiv general. Totusi, la fel ca in cazul

solutiilor analitice, complexitatea potentialelor colective abordabile este limitata la cazul



cu un singur minim global in spatiul variabilelor de deformare, chiar daca de data aceasta
curvatura minimului este arbitrard. Acest lucru, impiedica aplicarea efectivd a modelului
la nuclee tranzitionale, ale cdror forme, prin definitie si observatie, nu sunt nici sferice si

nici deformate.

Motivatia

Potentialul critic pentru o tranzitie de faza corespunde fie unei gropi plate ori unui
profil cu doud gropi. Primul caz implica un amestec maxim al formelor, in timp ce cea de-
a doua situatie corespunde unui scenariu in care cele doud forme corespunzatoare gropi-
lor de potential coexistd [10]. Observatiile experimentale sugereazd faptul ca realitatea
este undeva la mijloc. Lipsa unei forme determinate pentru nucleele tranzitionale consti-
tuie un impediment major pentru modelarea teoretica a punctului critic asociat acestora.
Acest impas a fost oarecum ocolit initial prin introducerea unor solutii particulare pentru
Hamiltonianul Bohr bazate pe un potential analitic de tip groapd dreptunghiulard in-
finitd, care ignord posibila bariera ce ar separa cele doua minime de deformare intre care
s-ar face tranzitia de faza. Astfel de solutii cum ar fi £(5) [11], X (5) [12] si multe altele,
au devenit in scurt timp adevarate puncte de referinta pentru studiul atat teoretic cat si
experimental al fenomenelor colective critice din nucleele atomice [13]. Astfel, s-a aflat
cd aceste solutii sunt strans legate de simetria dinamica Euclideana [14]. Acest rezultat
vine ca o consecintd a solvabilitatii exacte a acestor modele. Este atunci natural sd pre-
supunem cd simetria dinamicd Euclidiand ar putea juca un rol important si in descrierea
unei tranzitii de faza ce trece printr-un punct critic ce implica si coexistenta de forme.

In cadrul acestui studiu, am considerat functii Bessel de ordinul unu pentru diago-
nalizarea unui Hamiltonian Bohr pentru un potential cu doud minime in variabila de
deformare /3 ce defineste abaterea formei nucleare de la sfericitate. Functiile si implicit
ecuatia Bessel sunt strans legate de simetria dinamica Euclidian. Intr-adevar, operatorul
Casimir al grupului Euclidian coincide cu ecuatia pentru functiile Bessel de ordinul unu.
Scopul propus este de a oferi o cale simpld pentru a obtine spectrul energetic pentru cea
mai simpld dar totodata cea mai generald formd a unui potential colectiv cu doud mini-
me in variabila 8. Gama imensa de aspecte spectrale si dinamice continute intr-un astfel
de formalism este folositd pentru investigarea fenomenului de amestec si coexistentd a

formelor nucleare.



Metodologie
Se foloseste Hamiltonianul Bohr [16]

h2
2B

ii 4&4_&
prop- op 32

unde B este masa considerata independentd de variabilele de deformare, iar
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este operatorul Casimir SO(5) ce descrie rotatiile din spatiul cinci-dimensional. Functia
proprie a acestui operator Casimir este asa-numita armonica sfericd SO(5) Vrara (7, 2)
[17], ce este indexatda de numarul cuantic de senioritate 7 [18]. Senioritatea defineste si

valoarea proprie corespunzatoare a Casimirului SO(5) [19]:

AQyTaLM('% Q) = 7_(7— + B)yTaLM(’y? Q) (3)

L este momentul cinetic intrinsec, M proiectia sa, iar « este numadrul cuantic lipsa ce
deosebeste multiplele realizari ale aceluiasi moment cinetic in cadrul unui multiplet de
senioritate bine determinatd. Daca potentialul este functie doar de variabila 3, atunci
intreg Hamiltonianul (1) va contine simetria grupului special ortogonal al rotatiilor in
cinci dimensiuni SO(5). In acest caz, functia totald poate fi factorizatd ca Ve;qrn =
Rer (B)Vrarm (7, 2), € jucand rolul numdrului cuantic al excitatiilor datorate variabilei 3.
Aceastd instantd a Hamiltonianului Bohr se spune cd este ~-instabila.
Pentru indeplinirea obiectivului propus se va folosi potentialul sextic:

2OV() = v(B) = 7~ ap" + 5" @

si metoda de diagonalizare introdusd in [10,15]. Acest potential are doud minime, cu unul

in origine, atunci cand b > 0 si a?

> 3b. Diagonalizarea Hamiltonianului Bohr asociat

unui astfel de potential este realizata cu ajutorul unei baze construite ca o dezvoltare de

tip Bessel-Fourier [20], unde functiile componente sunt definite astfel:
" Bw J v+1 (ZZ)

Functiile bazei sunt determinate de o alegere potrivitd a parametrului de limita Sy,. Acesta

)

defineste o ecuatie de tip radial pentru un potential groapa infinita, a cdrei solutii sunt ex-

primate ca functii Bessel de ordinul unu J, cu v = 7 + 3/2 si zerourile sale 2. Solutia
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finald reprezentata ca o dezvoltare Bessel-Fourier este atunci datd de:

NMaz

Rer(B8) = ) ASR:(8), (6)

unde 7,4, este dimensiunea bazei trunchiate, in timp ce { deosebeste ordinul solutiei

diagonalizarii matricii Hamiltonianului:

" BW " Ju—i-l(ZZ)Jy—i-l(qu—jn)
unde v; = 1, v = —a, v3 = b. Integrala
1
]7(;7’7‘1”“) :/ :L‘k_'_lJl,(ZZ:L“)Ju(ZgIZL‘)d:L‘, x = B/Bw, (8)
0

este determinatd numeric sau apeldnd la relatii de recurentd [20].

Rezultate

Parametrul de limita ce defineste baza de diagonalizare depinde in general de starea
calculatd, precizia cu care se doreste determinarea energiei acestei stari, de dimensiunea
trunchierii bazei, precum si de potentialul folosit. In acest studiu, a fost fixat un parametru
de limitd Sy comun pentru toate starile considerate. Acest lucru a fost realizat prin
fixarea In prealabil a dimensiunii bazei de diagonalizare si apoi cresterea incrementald
a parametrului de limitd incepand cu valoarea unde se afld cel de al doilea minim al
potentialului, pana cand energiile tuturor stdrilor considerate ating o convergenta sa-
tisfdcatoare In ceea ce priveste precizia prestabilitd. Astfel, limita Sy va depinde doar
de parametrii potentialului sextic si in consecintd nu este un parametru liber. Avan-
tajul bazei de diagonalizare folosite constd in faptul cd partea solicitantd din punct de
vedere computational este reprezentata doar de integralele (8) care nu depind de nici un
parametru. Astfel, aceste integrale trebuie calculate doar o singurd datd si apoi factorizate
de coeficientii a si b ai potentialului pentru a calcula matricea Hamiltonianului.

Pentru o mai bund intelegere a dinamicii sistemului ce reiese din prezenta a doud
minime in potentialul colectiv, ecuatia diferentiald (1) cu (4) este transcrisa intr-o forma

Schrodinger unidimensionald prin schimbarea de functie:

Rer(B) = fer () /8. ©)
Prin acest procedeu se obtine potentialul efectiv:
verf(B) = % + 8% —af" + 5. (10)



Datorita contributiei centrifugale, minimul din zero al potentialului original este deplasat
atat ca valoare cat si ca pozitie in cadrul reprezentdrii potentialului efectiv. Aceasta
contributie centrifugald ce vine de la gradele de libertate hyper-rotationale afecteaza chiar
si starea fundamentald. Intr-adevdr, atunci cand 7 = 0, contributia centrifugald 2/4% nu
dispare. In aceste conditii, este posibil ca un potential colectiv sextic cu doud minime s
tie de fapt asociat unei probleme efective pentru un potential cu un singur minim, fara
efecte de coexistentd. Din acest punct de vedere, se poate afirma cd potentialul efectiv
contine mai multd informatie despre proprietdtile dinamice ale sistemului descris.

Variatia parametrilor a si b ce definesc potentialul sextic produce o mare diversitate
de comportdri dinamice colective incluzand si cazuri exotice [10]. Efectul variatiei adi-
abatice a fiecarui parametru asupra proprietdtilor spectrale este dificil de extras intr-o
manierd edificatoare. Este posibil totusi sa se aleaga o cale in spatiul parametrilor a si b
caracterizatd de anumite proprietdti specifice ale potentialului sextic ce ar fi de interes.
In acest studiu am ales si cercetez proprietatile oferite de modelul propus in cazul cand
potentialul efectiv pentru 7 = 0 ce descrie atat starea fundamentald cat si starile 3 excitate
0%, are doud minime degenerate in energie. Evident, o astfel de restrictie este orientata
spre o interpretare geometricd a coexistentei de forme in stdrile de energie joasa si impune
o relatie functionald intre cei doi parametri a si b ai potentialului. Functia a = f(b) este
determinata numeric si corespunde unei evolutii de la bariere inalte si subtiri consemnate
de valori mici ale lui a la bariere joase si extinse obtinute la valori mari ale lui a.

Pentru aplicatiile numerice am considerat o bazd de dimensiunea n,, = 30. O astfel
de trunchiere a bazei si determinarea parametrului de limita Sy, corespunzator, garan-
teaza ca orice mdrire a bazei va produce modificdri ale energiilor considerate ce vor fi
mai mici decat precizia prestabilita de 10~ a energiilor absolute care sunt de ordinul
unitdtilor. Dat fiind faptul ca baza de diagonalizare este special menitd pentru potentiale
cu mai multe minime, performanta acesteia este comparatd cu traditionala diagonalizare
in baza stdrilor oscilatorului armonic sferic din cinci dimensiuni. Se constatd cd in cazul
parametrilor a si b ce realizeazd un potential efectiv pentru starea fundamentald cu doua
minime degenerate si cu o barierad separatoare moderatd ce permite tunelarea dintre ele,
baza propusd cu parametrul fixat initial pentru dimensiunea nys,, = 30 converge de doud

ori mai repede cu cresterea dimensiunii bazei decat in cazul functiilor de oscilator. Acest



lucru nu este intampldtor, deoarece bazele construite pe functii de oscilator sferice sau
deformate ofera un castig in rata de convergentd pentru un minim cu pretul scaderii pre-
ciziei pentru cel de al doilea minim al potentialului.

Fenomenologia asociata dinamicii sistemului din starea fundamentala si stdrile 3 ex-
citate cu 7 = 0 ce urmeaza calea din spatiul parametrilor a si b corespunzatoare unui
potential efectiv pentru 7 = 0 cu doud minime degenerate, poate fi extrasa din evolutia

solutiilor evidentiata in distributia probabilitatii de deformare £:

per(B) = [Re- (8)]*B". (11)

Astfel, pentru valori mici ale lui ¢ = f(f), atunci cdnd bariera separatoare este foarte
inaltd, starea fundamentald este localizatd in groapa cu deformare mare, iar prima stare
3 excitatd este localizata in groapa de deformare mica. In aceastd situatie, datorats impe-
netrabilitdtii barierei separatoare, cele doud stari precum si benzile rotationale construite
pe acestea pana la o anumitd frecventd nu interactionaza intre ele si posedd deformari 3
medii extrem de diferite. Din punct de vedere fenomenologic, aceasta imagine corespun-
de unei coexistente de forme nucleare definite ca existenta intr-un singur nucleu a unor
seturi de stdri cu caracteristici apartinand la forme foarte distincte [21].

Crescand parametrul a de-a lungul functiei « = f(b) specificate, bariera devine mai
joasa si incepe sd intervina tunelarea cuantica dintre cele doud gropi, fapt reflectat intr-
un schimb de probabilitate de distributie a deformarii intre cele doua gropi de potential.
Cand se intampld acest lucru, probabilitatea de distributie a deformarii pentru primele
doud stari 0 incepe sa prezinte o formd cu doud varfuri. Aparitia celor doud varfuri in
starea 0" [ excitatd este datoratd formadrii unui nod in functia de unda asociatd. Acest
lucru este specific unei stdri excitate vibrational unde cele doud varfuri emergente cores-
pund la deformarea punctelor de intoarcere a vibratiei [22]. Functia de unda in variabila
B a starii fundamentale, din contra, nu are un nod. Dar chiar si asa, totusi prezintd si ea o
distributie de probabilitate a deformarii cu doud varfuri. Din punct de vedere fenomeno-
logic, acest lucru este inteles prin prisma fenomenului de coexistentd in acelasi nucleu
dar si in aceiasi stare, a doud forme foarte diferite. In acelasi rationament, excitatia 3 este
rezultatul unei vibratii mai generale intre doud minime [22-24]. Acest caz special este
asociat cu asa-numitul fenomen de coexistentd a formelor cu amestec [21].

In sfarsit, atunci cand bariera separatoare este sub nivelul starii fundamentale, efectul
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acesteia incepe sd scadd pand devine complet neglijabil. Apogeul acestei tendinte consta
in obtinerea unei functii de unda pentru starea fundamentald cu un profil al probabilitatii
de deformare avand un singur varf foarte extins ce cuprinde ambele gropi de potential.
In acelasi timp, starea 0* /3 excitatd va cipdta un caracter vibrational mult mai pronuntat.
Toate aceste aspecte sunt bine-cunoscute ca fiind signaturi ale fluctuatiilor mari ale formei
nucleare ce au loc in punctele critice ale tranzitiei de fazd dintre forma sfericd si cea de-
formatd a nucleului atomic.

Degenerarea stdrilor teoretice conform grupului SO(5) este rar regdsitd in spectrele
colective experimentale. Pentru a imbundtati aplicabilitatea formalismului, realizarea ex-
perimentald a acestuia este cdutata cu un termen rotational invariant la grupul SO(3),
folosit pentru desfacerea multipletilor de senioritate in componente cu moment cinetic
distinct. Justificarea teoretica a unui astfel de termen vine din considerente de sime-
trie. Modelul Bohr in general satisface o algebra Heisenberg-Weyl ce genereazad grupul
HW (5) [25]. Functiile de undd ale bazei de diagonalizare folosite in acest studiu sunt

clasificate conform numerelor cuantice asociate lantului de subgrupuri:

E(5) C SO(5) C SO(3) C SO(2), (12)
& T L M

unde E/(5) este simetria dinamica pentru solutia Hamiltonianului Bohr ~-instabil cu un
potential de tip groapd dreptunghiulara infinita pentru variabila §, iar SO(D) sunt gru-
purile speciale ortogonale ale rotatiilor in D = 2,3 si 5 dimensiuni. Atunci, produsul
semi-direct [HW (5)]E(5) defineste grupul de simetrie dinamicd care este potrivit pentru
tratarea Hamiltonianului Bohr in varianta sa y-instabild cu un potential ce are mai multe
minime. Cea mai generald forma a Hamiltonianului intr-o astfel de simetrie este dat de
suma operatorilor Casimir din lantul de subalgebre al grupului si un potential in variabila

B
Hiaw )6 = aClE(G)] + CISO(G)] + ¢sCISOB)] + V(B), (13)

unde ¢;(i = 1, 2, 3) sunt parametri liberi. Operatorul Casimir al lui E(5) este exact opera-
torul cinetic al Hamiltonianului Bohr, in timp ce C[SO(5)] = A2iar C[SO(3)] = L2. Pentru
o reproducere cantitativa a datelor experimentale cu un numadr cat mai mic de parametri,

cel de al doilea operator Casimir poate fi omis. Aceastd alegere se rezuma la modificarea



Hamiltonianului (1) prin adunarea unui termen ce conserva simetria SO(5), si anume L2.
Acesta are menirea de a desface multipletul 7 de nivele energetice fara a schimba functia
de undad totald [26]. Acest lucru este posibil deoarece armonicile sferice SO(5) sunt functii
proprii atat pentru A2 cat si pentru L? si Ly cu valorile proprii L(L + 1) si respectiv M.
Formalismul, fdrd nici o restrictie impusa parametrilor a si b, a fost aplicat cu succes
pentru descrierea stdrilor de energie joasa ale nucleelor ??%1%Mo, scotand in evidentd

aspecte legate de coexistenta de forme a acestor nuclee.
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