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LOGICA FUZZY 

1.1 Introducere 

Logica bazată pe analiza valorilor a trei componente (three-valued logic) (adevărat, fals și 

nedeterminat) a intrat in atenția cercetătorilor Jan Lukasiewicz și Alfred Tarski în anii 1920-1930. 

Cercetările lor au cunoscut o revigorare în anii 1950-1960 datorită lui Lotfali Askar Zadeh [1] 

(profesor la Universitatea din California, Berkeley) care a introdus termenul de logică fuzzy pentru 

a explica teoria logicii cu un număr infinit de valori (infinitely-many valued logics) [2]. 

Conceptul de set fuzzy are în vedere o clasa de obiecte cu un continuum de grad de membru 

astfel încât funcția de apartenență să atribuie fiecărui obiect un grad de apartenență având rangul 

cuprins între 0 și 1. Incluziunea, reuniunea, intersecția, complementul și convexitatea sunt extinse 

la întregul set iar varietatea proprietăților acestor noțiuni sunt stabilite în contextul setului fuzzy 

[1]. 

1.2 Conceptul de logică fuzzy 

Realizarea unei metode flexibile de rezolvare a problemelor de incertitudine s-a realizat prin 

dezvoltarea sistemelor fuzzy, care au la bază logica fuzzy, fiind un caz particular al sistemelor 

expert [3].  

Logica fuzzy operând cu elementele ]}1,0[/{ = xxA  atribuie obiectului un grad de 

apartenență la mulțime. Robustețea logicii fuzzy este evidențiată de controlul simultan de date 

numerice şi cunoştinţe lexicale (variabile lingvistice) prin interpretarea termenilor cantitativi în 

termeni calitativi [4]. 

Variabila lingvistică este o proprietate iar ca structură cuprinde [5]: 

1. Valoarea lingvistică u este un adverb, adjectiv asociat variabilei lingvistice, care dă 

numele mulţimii fuzzy asociate; 

2. Domeniul de reprezentare U este o mulţime clasică, pe care se definesc mulţimile fuzzy. 

Mulțimea U se mai numește: domeniu de reprezentare, univers de discurs sau mulțime 

referențial.  

3. Funcţia de apartenenţă μF asociază fiecărui element u gradul de apartenenţă la mulţimea 

fuzzy F; 

4. Gradul de apartenenţă μ reprezintă măsura în care un element aparţine unei mulţimi 

fuzzy; 

Pentru a înțelege teoria logicii fuzzy și a setului fuzzy este necesară prezentarea 

elementelor pe care aceasta se bazează [6], [7], [8].  

Fie U o mulțime de obiecte notată generic {u}, care poate fi discretă sau continuă. U se 

numește domeniu de reprezentare (univers de discurs) iar u reprezintă elementele generice ale lui 

U. 
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Denifiția 1. Set fuzzy: Un set fuzzy F inclus în domeniul de reprezentare U este caracterizat 

de funcția de apartenență µF care ia valori în intervalul [0, 1], adică ]1,0[: →UF .  

Un set fuzzy poate fi interpretat ca o generalizare a conceptului de set comun unde funcția 

de apartenență poate lua doar două valori {0, 1}. De asemenea setul fuzzy F inclus în domeniul de 

reprezentare U, poate fi reprezentat printr-un set de perechi ordonate ale elementului generic u și 

arată gradul de apartenență al funcției. 

}|))(,{( UuuuuF F =  
(1.1) 

Observație: Definiția propune înlocuirea enumerării mulțimii cu definirea mulțimii prin 

gradul de apartenență la această mulțime [9]. 

Pentru perechea ordonată ))(,( uuu F se mai utilizează notația uu /)( [10]. 

Dacă U este continuă, setul fuzzy F poate fi scris ca:  

=
U

F uuF /)(

 
(1.2) 

Dacă U este discretă, setul fuzzy poate fi reprezentat ca: 


=

=
n

i

F uuF
1

/)(
 

(1.3) 

Prin 
U

și 
=

n

i 1

nu s-a notat integrala și suma, ci ele reprezentă relația de corespondență 

dintre valorile fuzzy și valorile exacte (crisp) ale domeniului de reprezentare (univers de discurs) 

[11]. 

Denifiția 2. Suport, Punct de legătură (crossover point) și Fuzzy singleton (cu un element). 

Suportul unui set fuzzy F este setul clar al mulțimii obiectelor Uu  astfel încât 0)( uF . Dacă 

Uu  există următoarele cazuri particulare: 

a) 5,0=F  - punct de legătură; 

1=F  - fuzzy singleton (un singur element) – este setul fuzzy pentru care suportul are un 

singur punct (element); 

1.3 Caracterizarea submulțimilor fuzzy 

Caracterizarea submulțimilor fuzzy ale lui U se realizează cu următoarele mărimi [12], 

[13], [14]: 

a) Suportul unei funcții de apartenență pentru un set fuzzy U este definit ca acea regiune a 

domeniului de reprezentare care este caracterizată de un membru diferit de zero la setul U. 

Suportul mulțimii U notat )(USupp este tăietura strictă de nivel 0 a mulțimii U : 

}0)(|{)( = uUuUSupp A  
(1.01) 

b) Se numește tăietura de prag α mulțimea valorilor clare: 

})(|{][   = uUu A  
(1.02) 

Dacă inegalitatea este strictă se spune că taietura− este de tip tare și va fi notată  +][ .  
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c) Nucleul unei funcții de apartenență pentru un set fuzzy U este definit ca acea regiune a 

domeniului de reprezentare care se caracterizează prin aderarea totală la setul U.  

Nucleul mulțimii U este notat )(UKer  și cuprinde elementele care satisfac relația: 

}1)(|{)( == uUuUKer A  
(1.03) 

d) Înălțimea mulțimii U  notată )(Uh  reprezintă cea mai mare valoare luată de funcția sa de 

apartenență: 

}|)(sup{)( UuuUh A =   
(1.04) 

e) Frontiera (Limita) unei funcții de apartenență pentru un set fuzzy U este definită ca acea 

regiune a domeniului de reprezentare care se caracterizează printr-un membru diferit de 

zero dar care nu aderă în totalitate la setul U. Frontiera mulțimii U notată )(UFr  este 

mulțimea valorilor clare (crisp) a elementelor ce au grad de apartenență intermediar, cu un 

anumit grad de neclaritate, între 0 și 1: 

)}1,0()(|{)( = uUuUFr A  
(1.05) 

1.4 Funcții de apartenență și numere fuzzy 

Un număr fuzzy A este o submulţime fuzzy a mulţimii numerelor reale, care satisface 

condițiile: să fie o funcţie de apartenenţă convexă şi continuă cu suport mărginit [15].  

Un număr fuzzy A se numește număr fuzzy triunghiular cu centrul c , lățimea la stânga 

0 , lățimea la dreapta 0 , dacă funcția de apartenență are forma: 















+
−

−

−
−

−

=

altfel

cxc
cx

cxc
xc

xA

,0

,1

,1

)( 







 

(1.06) 

sau utilizând funcțiile min și max : 





















 −++−
= 0,,minmax),,,(










xcxc
cxA

 

(1.07) 

Semnificația acestei mulțimi fuzzy cu centrul c  este ” x  este aproximativ egal cu c ”. 

Un număr fuzzy A se numește număr fuzzy trapezoidal cu intervalul de toleranță ],[ dc , 

lățimea la stânga 0 , lățimea la dreapta 0 , dacă are următoarea funcție de apartenență: 















+
−

−



−
−

−

=

altfel

dxd
dx

dxc

cxc
xc

xA

,0

,1

,1

,1

)(









 

(1.08) 

sau utilizând funcțiile min și max : 
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



















 −++−
= 0,,1,minmax),,,,(










xdxc
dcxA

 

(1.09) 

Semnificația acestei mulțimi fuzzy cu intervalul de toleranță ],[ dc  este ” x este aproximativ 

între c  și d ”. 

Funcţiile triunghiulare/trapezoidale sunt generate pe baza funcţiilor liniare pe porţiuni [16]. 

Funcția de apartenență gaussiană: se definește prin intermediul a doi parametrii },{ c  

astfel: 

2

2

1

),,(







 −
−

= 

cx

A ecx  
(1.10) 

 

Parametrul c  se numește centrul funcției de apartenență, iar   determină lărgimea funcției 

de apartenență. 

Funcția de apartenență de tip bell (clopot) astfel: 

bA

cx
cbx


−

+

=
2

1

1
),,,(





 

(1.11) 

unde c  - centrul funcției de apartenență,   - lărgimea funcției de apartenență, b  - panta trecerii 

de la 0 la 1. 

Funcția de apartenență de tip sigmoidală: se definește prin intermediul a doi parametrii 

reali },{ ba  astfel: 



















+










−

−
−

+










−

−




=

bx

bx
ba

ab

ax

ba
xa

ab

ax

ax

baxA

,1

2
,21

2
,2

,0

),,(
2

2

  (1.12) 

Funcția de apartenență de tip sigmoidal poate fi deschisă la stânga sau la dreapta.  

Funcţiile sigmoidale/clopot (bell) sunt generate fie pe baza funcţiilor sigmoidale, fie pe baza 

funcţiilor polinomiale (pătratice sau cubice) [16]. 

Funcția de apartenență de tip singleton (un singur element) se definește astfel: 



 =

=
restin

ax
xA

_,0

,1
)(  (1.13) 

1.5 Componentele structurii informaționale de bază fuzzy logic 

I. Blocul de fuzzificare reprezintă blocul de intrare a informației, cu rol de transformare a 

acestora sub forma variabilelor lingvistice, a termenilor lingvistici și a funcțiilor de apartenență 

dintr-o valoare numerică. 
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Figura 1. 1 Diagrama bloc a unui controler fuzzy logic 

Sursa: [17] 

Aceste informații fuzzy sunt comparate cu premisele regulilor de tipul ”if (dacă) ...then 

(atunci) ...” cuprinse în baza de reguli și utilizate de mecanismul de inferență pentru activarea și 

aplicarea acestora [18]. 

II. Blocul baza de reguli conține setul de reguli de tipul ”if (dacă) ...then (atunci) ...” stabilite 

de expert prin corelarea logică a mulțimilor fuzzy asociate variabilelor de intrare și ieșire. Baza de 

reguli realizează corespondența cu logica fuzzy a descrierii lingvistice. Numărul de reguli ale unei 

baze de reguli complete este dată de relația [18]: 


=

=
n

i

ireguli nn
1

 (1.14) 

unde: 

 in - numărul termenilor lingvistici definiți pentru fiecare variabilă lingvistică de intrare; 

 n - numărul de variabile lingvistice de intrare; 

III. Mecanismul de inferență sunt strategii de control sau tehnici de căutare, care traversează 

baza de cunoștinte pentru a trage concluzii [19], altfel spus operația logică care face legătura între 

o premisă și o concluzie se numește inferență logică [18]. Procesul de inferență manipulează 

simboluri prin selecția de reguli, potrivind simbolurile cu faptele și apoi stabilind fapte noi. Cele 

mai cunoscute metode de inferență sunt: 

a) înlănțuirea înapoi - este un proces condus de un scop în ordinea în care apare în baza 

de cunoștințe; 

b) înlănțuirea înainte – este un proces condus de date. Utilizatorul sistemului trebuie să 

dea datele disponibile înainte de începerea inferenței. Mecanismul de inferență 

încearcă să stabilească faptele așa cum apar în baza de date până când ultimul scop 

este atins. 

IV. Blocul de defuzzificare asigură faptul că rezultatul obținut din blocul de decizie, o valoare 

fuzzy, este convertit într-o valoare fizică reală ce se va transmite procesului/elementului de 

execuție. 

Se poate face analogia: codificare (fuzzyficare) – decodificare (defuzzyficare). 

Deoarece modelele obținute nu sunt întotdeauna precise este nevoie de asigurarea robusteței 

astfel încât să se păstreze anumite proprietăți în cazul apariției unor variații între sistemul real și 

modelul utilizat. Robusteţea, proprietate opusă senzitivităţii, depinde de proprietăţile normei 
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triunghiulare (t-normă sau t-conormă) alese, o normă care are proprietatea de absorbţie (min-max) 

fiind mai robustă decât o normă care nu are această proprietate (prod-sum). 

1.6 Metode de inferență 

1.6.1 Metoda Mamdani 

Această metodă folosește operatorul min pentru implicație și operatorul min-max pentru 

compunere [20], [21]. 

Regula de inferență, Ri , este: 

„dacă u este Ai și v este Bi atunci w este Ci” pentru niWwVvUu ,1;,,)( = . 

Deci iiii CBAR →= ),(  este definită de ),,()( wvu
iiii CBAR →=  . 

Dacă fiecare set de date de intrare este definit de o singură funcție de apartenență 

00 , vvuu == obținem:  

)()](),([)( 00' wvuw
iiii

CBAC
 →=  (1.15) 

Operatorul min pentru implicație este definit prin relațiile: 

)()(' ww
ii

CiC
 =  unde )()( 00 vu

ii BAi  =  

'

1

'

11
)()]([)( ''

i

n

i

C

n

i
Ci

n

iC

CUC

www
ii

=

==

=

== 
 

(1.16) 

Operatorul min-max pentru compunere este definit prin relațiile: 

)()(

)}}(),({min)]()},(),({min)(min{)(

'

'''

ww

wvvwuuw

CC

CBvBCAuAC

i

i





=

= 
 (1.17) 

1.6.2 Metoda Takagi-Sugeno-Kang 

Această metodă a fost propusă de Takagi, Sugeno și Kang (TSK). O regulă fuzzy în acest 

model are forma: 

IF u is A and v is B THEN ),( vufw =  

unde A și B sunt mulțimi fuzzy iar ),( vuf

 

este o funcție strictă (crisp). Deoarece ),( vuf

 

este un 

polinom de variabile u și v această metodă necesită intrări impuls (singleton) [21]. 

În acest caz nu este necesară definirea de termeni lingvistici pentru ieșirea sistemului, iar 

funcția ),( vuf este, de cele mai multe ori, o funcție neliniară. În cazul sistemelor liniare, funcția 

),( vuf este o combinație liniară a intrărilor sistemului fuzzy [22]. 

Fie cele două reguli ale R-bazei cu forma: 

R1 :

 

IF u is A1 and v is B1 THEN 11111 ),( rvqupvufw ++==  

R2 :

 

IF u is A2 and v is B2 THEN 22222 ),( rvqupvufw ++==  
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unde: iii rqp ,, sunt constante. 

Valoarea obținută în urma aplicării regulii iR

 

pentru intrarea impuls (singleton) 00 ,vu

 

este 

obținută valoarea numerică ),( 00 vuf i  cu gradul de potrivire i . Rezultatul agregării acestor ieșiri 

este dat de media ponderată: 

21

2211

21

00220011

0

),(),(









+

+
=

+

+
=

wwyufyuf
w  (1.18) 

1.7 Metode de defuzzyficare 

Obţinerea unei valori stricte (crisp) dintr-o mulţime fuzzy, ca valoare reprezentativă, se 

realizează prin conversia fuzzy-crisp de către modulul de defuzzyficare. Acțiunea de control fuzzy 

Y dedusă din sistemul de control fuzzy este transformată într-o acțiune de control strictă:  

y0=defuzzyfier(Y) (1.19) 

unde y0 este rezultatul controlului nonfuzzy iar defuzzyfier este operatorul de defuzzyficare [6], 

[23]. 

1.7.1 Defuzzyficare de tip Mamdani 

Metodele de defuzzyficare de tip Mamdani cele mai utilizate sunt [6], [18], [24]: 

1. Centrul ariei (centroid of area – COA) 

Metoda de defuzzyficare returnează o ieșire prin calcularea centrului de simetrie al zonei 

delimitate prin agregarea consecințelor setului fuzzy astfel: 







=

Y
Y

y
Y

COA
dyy

dyyy
y

)(

)(




  - continuu                                                (1.20) 





=

=





=
N

i

Y

N

i

Y

COA

dyy

dyyy

y

1

1

)(

)(





 - discret                                                (1.21) 

2. Bisectoarea ariei (bisector of area – BOA) 

Această operație poate fi exprimată astfel: 

 =





BOA

BOA

y
Y

y

Y dyydyy )()(  (1.22) 

unde    UuuUuu == max,min  . 

COA și BOA se utilizează în aplicații de control, deoarece nu se produc salturi în suprafața 

de control [18]. 

3. Cel mai mic maxim în valoare absolută (smallest of maximum – SOM) 

Această metodă generează o ieșire strictă prin luarea celei mai mici valori care să ofere 

gradul maxim de apartenență setului fuzzy agregat.  

 ))(max()(min yyyy YYSOM  ==  (1.23) 



Daniel-Petru GHENCEA, Daniela TUDOSE, Alexandru-Daniel TUFAN, Miron ZAPCIU 

 

8 
 

4. Cel mai mare maxim în valoare absolută (largest of maximum - LOM) 

Această metodă generează o ieșire strictă prin luarea celei mai mari valori care să ofere 

gradul maxim de apartenență setului fuzzy agregat.  

 ))(max()(max yyyy YYLOM  ==  (1.24) 

5. Media maximelor (mean of maximum – MOM) 

În acestă defuzzyficare, media maximă este luată ca o ieșire clară. 

2

LOMSOM
MOM

yy
y

+
=  (1.25) 

MOM, LOM, SOM se utilizează în aplicații de decizie deoarece se pot produce salturi în 

suprafața de control. 

1.7.2 Defuzzyficare de tip Takagi-Sugeno-Kang 

Metoda permite reducerea numărului de relații liniare și interconectarea lor. Este foarte 

important reducerea numărului de relații liniare în cazurile multidimensionale. Algoritmul de 

identificare al implicației este divizat în trei secvențe [25]: 

1) Alegerea variabilelor de bază; 

2) Identificarea parametrilor de bază; 

3) Identificarea consecințelor parametrilor;   

În cazul sistemelor fuzzy cu mecanism de inferență TSK, compoziția regulilor se obține cu 

ajutorul unei funcții, în loc de defuzzyficare deci nu conțin defuzzyficator [22].  

a) weighted average WA 

Această metodă de defuzzyficare generează rezultatul final pentru o ieșire FIS Sugeno prin 

metoda ponderării centrelor de greutate ale suprafețelor individuale. 





=

=


=
M

i i

M

i ii

WA

w

yw
y

1

1  (1.26) 

b) weighted sum WS 

Pentru a reduce calculul WA, metoda WS are nevoie ca regulă doar de suma ieșirilor 

ponderate. 

 =
=

M

i iiWS ywy
1

 (1.27) 
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