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INTRODUCERE. OBIECTIVE GENERALE.

Obiectivele principale pe care le-am avut ı̂n vedere sunt:

O.1 Analiza bibliografiei existente privind modelarea matematicǎ a şomajului.

O.2 Conceperea modelelor matematice pentru descrierea somajului.

O.3 Studiul existenţei soluţiilor pozitive, a punctelor de echilibru şi a stabilitǎţii acestora.

O.4 Analiza fenomenelor de bifurcaţie ce apar ı̂n modelele matematice investigate.

O.5 Utilizarea unor softuri (e.g. Matematica, Maple, Matlab) pentru efectuarea simulǎrilor numerice ı̂n
vederea verificǎrii rezultatelor teoretice.

PLANUL DE CERCETARE

ACTIVITǍŢI REALIZATE

În etapa intermediarǎ am realizat urmǎtoarele activitǎţi:

A.1 Studiul literaturii existente referitoare la descrierea matematicǎ a proceselor economice ce
privesc şomajul. Lucrǎrile relevante identificate sunt: [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. În plus, modele
matematice bazate pe sisteme de ecuaţii diferenţiale cu ı̂ntârzieri au fost studiate ı̂n [9, 10, 11, 12].

A.2 Conceperea unui model matematic pentru procesul amintit mai sus, utilizând un sistem de
ecuaţii diferenţiale cu ı̂ntarziere distribuitǎ:

U̇(t) = A− [a1V (t) + a2]U(t) + a3E(t)− b1U(t),

Ė(t) = [a1V (t) + a2]U(t)− a3E(t)− b2E(t),

V̇ (t) = a4
∫∞
0
k(s)U(t− s)ds− b3V (t),

(1)

În acest model, se presupune cǎ numaul şomerilor U(t) creşte continuu cu o ratǎ constantǎ A.
Guvernul şi sectorul privat creazǎ un numǎr de noi locuri de muncǎ V (t) care este proporţional cu
numǎrul şomerilor. În plus, se presupune cǎ dacǎ o persoanǎ este disponibilizatǎ sau ı̂şi pǎrǎseşte
locul de muncǎ, ea este transferatǎ din clasa angajaţilor E(t) ı̂n clasa şomerilor. Parametri constanţi
ce apar ı̂n model sunt pozitivi si au semnificaţii caracteristice procesului modelat. Utilizarea
ı̂ntârzierii distributite este mai riguroasǎ ı̂n modelarea fenomenelor ı̂n care estimarea ı̂ntârzierilor
care apar este dificilǎ sau inexactǎ.
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A.3 Determinarea punctului de echilibru pozitiv pentru modelul matematic construit.

Propoziţia 1. Notând α = a1a4b2
b3(a3+b2)

, β = a2+b2
a3+b2

+ b1, şi cu U0 unica soluţie pozitivǎ a ecuaţiei

αU2 + βU −A = 0,

sistemul (1) are un unic punct de echilibru pozitiv:

S+ := (U0, E0, V0) =

(
U0,

U0(a1a4U0 + a2b3)

b3(a3 + b2)
,
a4U0

b3

)
.

A.4 Studiul existenţei soluţiilor pozitive ı̂n cazul modelului matematic (1). Mai precis, am
investigat condiţii suficiente ı̂n termeni de parametri sistemului care garanteazǎ pozitivitatea
soluţiilor pentru condiţii iniţiale pozitive. În acest sens, am demonstrat urmǎtoarea teoremǎ:

Teorema 2. Notând δ = min(b1, b2), mulţimea

Ω = {(U,E, V ) : 0 ≤ U + E ≤ A

δ
, 0 ≤ V ≤ a4A

δb3
},

este o regiune de atracţie pentru sistemul (1) pentru toate soluţiile cu condiţii iniţiale din primul
octant al spaţiului R3.

A.5 Studiul stabilitǎţii echilibrului sistemului (1). În cazul ı̂n care ı̂ntârzierea distribuitǎ lipseşte,
adicǎ sistemul (1) devine un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare, utilizând criteriul Routh-
Hurwitz, am demonstrat cǎ echilibrul S+ este local asimptotic stabil. În plus, utilizând Teorema lui
Rouché, am obţinut criterii suficiente, independente de ı̂ntârzierea distribuitǎ consideratǎ, pentru
stabilitatea asimptoticǎ a echilibrului S+ al sistemului (1).

În etapa finalǎ, am continuat studiul ı̂ntreprins ı̂n etapa intermediarǎ, prin urmǎtoarele activitǎţi:

A.6 Adimensionalizarea modelului: prin schimbǎrile de variabile

x(t) =
a1a4
a23

U

(
t

a3

)
, y(t) =

a1a4
a23

E

(
t

a3

)
, z(t) =

a1
a3
V

(
t

a3

)
, (2)

obţinem urmǎtorul model adimensional
ẋ(t) = γ − [z(t) + α]x(t) + y(t)− β1x(t),
ẏ(t) = [z(t) + α]x(t)− y(t)− β2y(t),

ż(t) =
∞∫
0

k̂(s)x(t− s)ds− β3z(t),
(3)

unde coeficienţii sunt daţi de

γ =
a1a4A

a33
, α =

a2
a3

, β1 =
b1
a3

, β2 =
b2
a3

, β3 =
b3
a3

şi nucleul de ı̂ntârziere este k̂(s) = 1
a3
k( s

a3
) cu valoarea medie τ̂ = a3τ .

Condiţii iniţiale asociate sistemului (3) sunt

x(θ) = ϕ(θ), y(θ) = ψ(θ), z(θ) = ξ(θ), ∀ θ ∈ (−∞, 0],

unde ϕ,ψ, ξ aparţin spaţiului Banach C0,µ(R−,R) (unde µ > 0) a funcţiilor reale continue definite
pe (−∞, 0] cu lim

t→−∞
eµtϕ(t) = 0, considerat ı̂n raport cu norma:

‖ϕ‖∞,µ = sup
t∈(−∞,0]

eµt|ϕ(t)|.
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Sistemul (3) are un unic punct de echilibru pozitiv:

S+ := (x0, y0, z0) =

(
β3z0,

β3z0(z0 + α)

β2 + 1
, z0

)
,

unde z0 este unica rǎdǎcinǎ a ecuaţiei:

β2z
2 + (β1 + αβ2 + β1β2)z − γ

β3
(1 + β2) = 0. (4)

A.7 Pozitivitatea şi mǎrginirea soluţiilor este datǎ de urmǎtoarea teoremǎ:

Teorema 3. Octantul pozitiv deschis al spaţiului R3 este invariant la fluxul sistemului (3). Mai
mult, mulţimea

Ω =

{
(x, y, z) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ γ

βm
, 0 ≤ z ≤ γ

βmβ3

}
,

unde βm = min(β1, β2) este o regiune de atracţie a sistemului (3) şi atrage toate soluţiile care
pornesc din condiţii ı̂nitiale din octantul pozitiv deschis al spaţiului R3.

A.8 Investigarea bifurcaţiilor de tip Hopf şi a altor tipuri de bifurcaţii ce apar ı̂n vecinǎtatea
echilibrelor acestor sisteme. Am demonstrat cǎ in modelele considerate nu pot apǎrea fenomene
de bifurcaţie, obţinând urmǎtoarele rezultate:

Teorema 4. Echilibrul pozitiv S+ al sistemului (3) este local asimptotic stabil pentru orice nucleu

de ı̂ntârziere k̂(s).

În plus, am demonstrat stabilitatea asimptoticǎ globalǎ a echilibrului pozitiv, gǎsind o condiţie
simplǎ asupra parametrilor modelului, dupǎ cum urmeazǎ:

Teorema 5. Dacǎ urmǎtoarea inegalitate are loc:

z0 ≤ min{β1, αβ2} (5)

echilibrul pozitiv S+ al sistemului (3) este global asimptotic stabil pentru orice nucleu de ı̂ntârziere

k̂(s).

Demonstraţia teoremei se bazeazǎ pe construcţia urmǎtoarei funcţii Lyapunov:

L(t) = L1(t) + L2(t) (6)

unde

L1(t) = x0H

(
x(t)

x0

)
+

α

u0
y0H

(
y(t)

y0

)
+ z0(z0 + α)H

(
z(t) + α

z0 + α

)
L2(t) = x0z0

∫ ∞
0

(
k̂(s)

∫ t

t−s
H

(
x(r)

x0

)
dr

)
ds

unde H : (0,∞)→ [0,∞) este datǎ de H(x) = x− 1− ln(x).

A.9 Realizarea unor simulǎri numerice pentru validarea rezultatelor teoretice obţinute.

A.10 Interpretarea rezultatelor obţinute din perspectiva fenomenului economic modelat şi comparaţia
rezultatelor obţinute cu rezultate furnizate de modele mai simple, şi investigarea influenţei
intârzierilor distribuite ı̂n analiza calitativǎ şi cantitativǎ a acestor sisteme.

DISEMINARE. PUBLICAŢII

Activitǎţile realizate pentru ı̂ndeplinirea obiectivelor acestui proiect s-au concretizat prin redactarea ı̂n
formǎ finalǎ a urmǎtoarelor lucrǎri ştiinţifice (anexate):
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1. E. Kaslik, M. Neamţu, L.F. Vesa. ”Global stability analysis of an unemployment model with
distributed delay” - lucrare trimisǎ la un jurnal indexat ISI.

2. E. Kaslik, M. Neamţu, L.F. Vesa. ”An unemployment model with time delay” - lucrare trimisǎ
spre publicare, Analele AOSR.
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