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Introducere

Proprietǎţile macroscopice ale nucleelor atomice sunt de regulǎ descrise cu ajutorul

unor modele colective. În particular, modelul Bohr-Mottelson [1] oferǎ o imagine fe-

nomenologicǎ consistentǎ printr-o descriere cuanticǎ completǎ a fluctuaţiilor suprafeţei

nucleare. Premisa acestui model este folosirea unor variabile geometrice asociate formei

nucleare. Pentru cazul deformǎrii cvadrupolare, se folosesc douǎ variable de formǎ, care

ı̂mpreunǎ cu cele trei unghiuri Euler ce descriu rotaţiile nucleare, formeazǎ un spaţiu

al fazelor de dimensiunea cinci. Hamiltonianul Bohr general asociat este construit ca

suma unui operator cinetic cu o masǎ efectivǎ tensorialǎ, definit ı̂n acord cu principiul de

cuantificare Pauli-Podolski [2], şi un potenţial dependent doar de variabilele de formǎ.

Diagonalizarea numericǎ a Hamiltonianului Bohr ı̂n forma sa cea mai generalǎ a fost

abordatǎ ı̂ncǎ de la introducerea modelului, materializându-se ı̂n aşa-numitul Model Ge-

ometric Colectiv [3–6]. În ciuda succesului sǎu, acest model suferǎ de mai multe nea-

junsuri, care ı̂l fac dificil de implementat pentru calcule directe. Limitele exact rezolva-

bile [7,8] ı̂nsǎ conţin puţini parametri şi oferǎ calcule calitative surprinzǎtor de bune. Tot-

odatǎ, aceste soluţii sunt foarte bune doar pentru descrierea crudǎ a unor aspecte limitate

ale excitaţiilor colective. O varietate mai mare a comportǎrilor colective este ı̂n prezent

accesibilǎ prin intermediul Modelului Algebric Colectiv [9], care reprezintǎ o variantǎ

tractabilǎ computaţional a modelul geometric colectiv general. Totuşi, la fel ca ı̂n cazul

soluţiilor analitice, complexitatea potenţialelor colective abordabile este limitatǎ la cazul



cu un singur minim global ı̂n spaţiul variabilelor de deformare, chiar dacǎ de data aceasta

curvatura minimului este arbitrarǎ. Acest lucru, ı̂mpiedicǎ aplicarea efectivǎ a modelului

la nuclee tranziţionale, ale cǎror forme, prin definiţie şi observaţie, nu sunt nici sferice şi

nici deformate.

Motivaţia

Potenţialul critic pentru o tranziţie de fazǎ corespunde fie unei gropi plate ori unui

profil cu douǎ gropi. Primul caz implicǎ un amestec maxim al formelor, ı̂n timp ce cea de-

a doua situaţie corespunde unui scenariu ı̂n care cele douǎ forme corespunzǎtoare gropi-

lor de potenţial coexistǎ [10]. Observaţiile experimentale sugereazǎ faptul cǎ realitatea

este undeva la mijloc. Lipsa unei forme determinate pentru nucleele tranziţionale consti-

tuie un impediment major pentru modelarea teoreticǎ a punctului critic asociat acestora.

Acest impas a fost oarecum ocolit iniţial prin introducerea unor soluţii particulare pentru

Hamiltonianul Bohr bazate pe un potenţial analitic de tip groapǎ dreptunghiularǎ in-

finitǎ, care ignorǎ posibila barierǎ ce ar separa cele douǎ minime de deformare ı̂ntre care

s-ar face tranziţia de fazǎ. Astfel de soluţii cum ar fi E(5) [11], X(5) [12] şi multe altele,

au devenit ı̂n scurt timp adevǎrate puncte de referinţǎ pentru studiul atât teoretic cât şi

experimental al fenomenelor colective critice din nucleele atomice [13]. Astfel, s-a aflat

cǎ aceste soluţii sunt strâns legate de simetria dinamicǎ Euclideanǎ [14]. Acest rezultat

vine ca o consecinţǎ a solvabilitǎţii exacte a acestor modele. Este atunci natural sǎ pre-

supunem cǎ simetria dinamicǎ Euclidianǎ ar putea juca un rol important şi ı̂n descrierea

unei tranziţii de fazǎ ce trece printr-un punct critic ce implicǎ şi coexistenţa de forme.

În cadrul acestui studiu, am considerat funcţii Bessel de ordinul unu pentru diago-

nalizarea unui Hamiltonian Bohr pentru un potenţial cu douǎ minime ı̂n variabila de

deformare β ce defineşte abaterea formei nucleare de la sfericitate. Funcţiile şi implicit

ecuaţia Bessel sunt strâns legate de simetria dinamicǎ Euclidianǎ. Într-adevǎr, operatorul

Casimir al grupului Euclidian coincide cu ecuaţia pentru funcţiile Bessel de ordinul unu.

Scopul propus este de a oferi o cale simplǎ pentru a obţine spectrul energetic pentru cea

mai simplǎ dar totodatǎ cea mai generalǎ formǎ a unui potenţial colectiv cu douǎ mini-

me ı̂n variabila β. Gama imensǎ de aspecte spectrale şi dinamice conţinute ı̂ntr-un astfel

de formalism este folositǎ pentru investigarea fenomenului de amestec şi coexistenţǎ a

formelor nucleare.
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Metodologie

Se foloseşte Hamiltonianul Bohr [16]

H = − ~2
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unde B este masa consideratǎ independentǎ de variabilele de deformare, iar
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este operatorul Casimir SO(5) ce descrie rotaţiile din spaţiul cinci-dimensional. Funcţia

proprie a acestui operator Casimir este aşa-numita armonicǎ sfericǎ SO(5) YταLM(γ,Ω)

[17], ce este indexatǎ de numǎrul cuantic de senioritate τ [18]. Senioritatea defineşte şi

valoarea proprie corespunzǎtoare a Casimirului SO(5) [19]:

Λ̂2YταLM(γ,Ω) = τ(τ + 3)YταLM(γ,Ω). (3)

L este momentul cinetic intrinsec, M proiecţia sa, iar α este numǎrul cuantic lipsǎ ce

deosebeşte multiplele realizǎri ale aceluiaşi moment cinetic ı̂n cadrul unui multiplet de

senioritate bine determinatǎ. Dacǎ potenţialul este funcţie doar de variabila β, atunci

ı̂ntreg Hamiltonianul (1) va conţine simetria grupului special ortogonal al rotaţiilor ı̂n

cinci dimensiuni SO(5). În acest caz, funcţia totalǎ poate fi factorizatǎ ca ΨξταLM =

Rξτ (β)YταLM(γ,Ω), ξ jucând rolul numǎrului cuantic al excitaţiilor datorate variabilei β.

Aceastǎ instanţǎ a Hamiltonianului Bohr se spune cǎ este γ-instabilǎ.

Pentru ı̂ndeplinirea obiectivului propus se va folosi potenţialul sextic:

2B

~2
V (β) = v(β) = β2 − aβ4 + bβ6, (4)

şi metoda de diagonalizare introdusǎ ı̂n [10,15]. Acest potenţial are douǎ minime, cu unul

ı̂n origine, atunci când b > 0 şi a2 > 3b. Diagonalizarea Hamiltonianului Bohr asociat

unui astfel de potenţial este realizatǎ cu ajutorul unei baze construite ca o dezvoltare de

tip Bessel-Fourier [20], unde funcţiile componente sunt definite astfel:

R̃τn(β) =

√
2β− 3

2Jν(z
ν
nβ/βW )

βWJν+1(zνn)
. (5)

Funcţiile bazei sunt determinate de o alegere potrivitǎ a parametrului de limitǎ βW . Acesta

defineşte o ecuaţie de tip radial pentru un potenţial groapǎ infinitǎ, a cǎrei soluţii sunt ex-

primate ca funcţii Bessel de ordinul unu Jν cu ν = τ + 3/2 şi zerourile sale zνn. Soluţia
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finalǎ reprezentatǎ ca o dezvoltare Bessel-Fourier este atunci datǎ de:

Rξτ (β) =

nMax∑
n=1

Aξ
nR̃τn(β), (6)

unde nMax este dimensiunea bazei trunchiate, ı̂n timp ce ξ deosebeşte ordinul soluţiei

diagonalizǎrii matricii Hamiltonianului:

Hnm =

(
zνn
βW

)2

δnm +
2
∑3

i=1 vi (βW )2i I
(νν,2i)
nm

Jν+1(zνn)Jν+1(zνm)
, (7)

unde v1 = 1, v2 = −a, v3 = b. Integrala

I(νµ,k)nm =

∫ 1

0

xk+1Jν(z
ν
nx)Jµ(z

µ
mx)dx, x = β/βW , (8)

este determinatǎ numeric sau apelând la relaţii de recurenţǎ [20].

Rezultate

Parametrul de limitǎ ce defineşte baza de diagonalizare depinde ı̂n general de starea

calculatǎ, precizia cu care se doreşte determinarea energiei acestei stǎri, de dimensiunea

trunchierii bazei, precum şi de potenţialul folosit. În acest studiu, a fost fixat un parametru

de limitǎ βW comun pentru toate stǎrile considerate. Acest lucru a fost realizat prin

fixarea ı̂n prealabil a dimensiunii bazei de diagonalizare şi apoi creşterea incrementalǎ

a parametrului de limitǎ ı̂ncepând cu valoarea unde se aflǎ cel de al doilea minim al

potenţialului, pânǎ când energiile tuturor stǎrilor considerate ating o convergenţǎ sa-

tisfǎcǎtoare ı̂n ceea ce priveşte precizia prestabilitǎ. Astfel, limita βW va depinde doar

de parametrii potenţialului sextic şi ı̂n consecinţǎ nu este un parametru liber. Avan-

tajul bazei de diagonalizare folosite constǎ ı̂n faptul cǎ partea solicitantǎ din punct de

vedere computaţional este reprezentatǎ doar de integralele (8) care nu depind de nici un

parametru. Astfel, aceste integrale trebuie calculate doar o singurǎ datǎ şi apoi factorizate

de coeficienţii a şi b ai potenţialului pentru a calcula matricea Hamiltonianului.

Pentru o mai bunǎ ı̂nţelegere a dinamicii sistemului ce reiese din prezenţa a douǎ

minime ı̂n potenţialul colectiv, ecuaţia diferenţialǎ (1) cu (4) este transcrisǎ ı̂ntr-o formǎ

Schrödinger unidimensionalǎ prin schimbarea de funcţie:

Rξτ (β) = fξτ (β)/β
2. (9)

Prin acest procedeu se obţine potenţialul efectiv:

veff (β) =
τ(τ + 3) + 2

β2
+ β2 − aβ4 + bβ6. (10)
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Datoritǎ contribuţiei centrifugale, minimul din zero al potenţialului original este deplasat

atât ca valoare cât şi ca poziţie ı̂n cadrul reprezentǎrii potenţialului efectiv. Aceastǎ

contribuţie centrifugalǎ ce vine de la gradele de libertate hyper-rotaţionale afecteazǎ chiar

şi starea fundamentalǎ. Într-adevǎr, atunci când τ = 0, contribuţia centrifugalǎ 2/β2 nu

dispare. În aceste condiţii, este posibil ca un potenţial colectiv sextic cu douǎ minime sǎ

fie de fapt asociat unei probleme efective pentru un potenţial cu un singur minim, fǎrǎ

efecte de coexistenţǎ. Din acest punct de vedere, se poate afirma cǎ potenţialul efectiv

conţine mai multǎ informaţie despre proprietǎţile dinamice ale sistemului descris.

Variaţia parametrilor a şi b ce definesc potenţialul sextic produce o mare diversitate

de comportǎri dinamice colective incluzând şi cazuri exotice [10]. Efectul variaţiei adi-

abatice a fiecǎrui parametru asupra proprietǎţilor spectrale este dificil de extras ı̂ntr-o

manierǎ edificatoare. Este posibil totuşi sǎ se aleagǎ o cale ı̂n spaţiul parametrilor a şi b

caracterizatǎ de anumite proprietǎţi specifice ale potenţialului sextic ce ar fi de interes.

În acest studiu am ales sǎ cercetez proprietǎţile oferite de modelul propus ı̂n cazul când

potenţialul efectiv pentru τ = 0 ce descrie atât starea fundamentalǎ cât şi stǎrile β excitate

0+, are douǎ minime degenerate ı̂n energie. Evident, o astfel de restricţie este orientatǎ

spre o interpretare geometricǎ a coexistenţei de forme ı̂n stǎrile de energie joasǎ şi impune

o relaţie funcţionalǎ ı̂ntre cei doi parametri a şi b ai potenţialului. Funcţia a = f(b) este

determinatǎ numeric şi corespunde unei evoluţii de la bariere ı̂nalte şi subţiri consemnate

de valori mici ale lui a la bariere joase şi extinse obţinute la valori mari ale lui a.

Pentru aplicaţiile numerice am considerat o bazǎ de dimensiunea nMax = 30. O astfel

de trunchiere a bazei şi determinarea parametrului de limitǎ βW corespunzǎtor, garan-

teazǎ cǎ orice mǎrire a bazei va produce modificǎri ale energiilor considerate ce vor fi

mai mici decât precizia prestabilita de 10−7 a energiilor absolute care sunt de ordinul

unitǎţilor. Dat fiind faptul cǎ baza de diagonalizare este special menitǎ pentru potenţiale

cu mai multe minime, performanţa acesteia este comparatǎ cu tradiţionala diagonalizare

ı̂n baza stǎrilor oscilatorului armonic sferic din cinci dimensiuni. Se constatǎ cǎ ı̂n cazul

parametrilor a şi b ce realizeazǎ un potenţial efectiv pentru starea fundamentalǎ cu douǎ

minime degenerate şi cu o barierǎ separatoare moderatǎ ce permite tunelarea dintre ele,

baza propusǎ cu parametrul fixat iniţial pentru dimensiunea nMax = 30 converge de douǎ

ori mai repede cu creşterea dimensiunii bazei decât ı̂n cazul funcţiilor de oscilator. Acest
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lucru nu este ı̂ntâmplǎtor, deoarece bazele construite pe funcţii de oscilator sferice sau

deformate oferǎ un câştig ı̂n rata de convergenţǎ pentru un minim cu preţul scǎderii pre-

ciziei pentru cel de al doilea minim al potenţialului.

Fenomenologia asociatǎ dinamicii sistemului din starea fundamentalǎ şi stǎrile β ex-

citate cu τ = 0 ce urmeazǎ calea din spaţiul parametrilor a şi b corespunzǎtoare unui

potenţial efectiv pentru τ = 0 cu douǎ minime degenerate, poate fi extrasǎ din evoluţia

soluţiilor evidenţiatǎ ı̂n distribuţia probabilitǎţii de deformare β:

ρξτ (β) = [Rξτ (β)]
2β4. (11)

Astfel, pentru valori mici ale lui a = f(β), atunci când bariera separatoare este foarte

ı̂naltǎ, starea fundamentalǎ este localizatǎ ı̂n groapa cu deformare mare, iar prima stare

β excitatǎ este localizatǎ ı̂n groapa de deformare micǎ. În aceastǎ situaţie, datoratǎ impe-

netrabilitǎţii barierei separatoare, cele douǎ stǎri precum şi benzile rotaţionale construite

pe acestea pânǎ la o anumitǎ frecvenţǎ nu interacţionazǎ ı̂ntre ele şi posedǎ deformǎri β

medii extrem de diferite. Din punct de vedere fenomenologic, aceastǎ imagine corespun-

de unei coexistenţe de forme nucleare definite ca existenţa ı̂ntr-un singur nucleu a unor

seturi de stǎri cu caracteristici aparţinând la forme foarte distincte [21].

Crescând parametrul a de-a lungul funcţiei a = f(b) specificate, bariera devine mai

joasǎ şi ı̂ncepe sǎ intervinǎ tunelarea cuanticǎ dintre cele douǎ gropi, fapt reflectat ı̂ntr-

un schimb de probabilitate de distribuţie a deformǎrii ı̂ntre cele douǎ gropi de potenţial.

Când se ı̂ntâmplǎ acest lucru, probabilitatea de distribuţie a deformǎrii pentru primele

douǎ stǎri 0+ ı̂ncepe sǎ prezinte o formǎ cu douǎ vârfuri. Apariţia celor douǎ vârfuri ı̂n

starea 0+ β excitatǎ este datoratǎ formǎrii unui nod ı̂n funcţia de undǎ asociatǎ. Acest

lucru este specific unei stǎri excitate vibraţional unde cele douǎ vârfuri emergente cores-

pund la deformarea punctelor de ı̂ntoarcere a vibraţiei [22]. Funcţia de undǎ ı̂n variabila

β a stǎrii fundamentale, din contra, nu are un nod. Dar chiar şi aşa, totuşi prezintǎ şi ea o

distribuţie de probabilitate a deformǎrii cu douǎ vârfuri. Din punct de vedere fenomeno-

logic, acest lucru este ı̂nţeles prin prisma fenomenului de coexistenţǎ ı̂n acelaşi nucleu

dar şi ı̂n aceiaşi stare, a douǎ forme foarte diferite. În acelaşi raţionament, excitaţia β este

rezultatul unei vibraţii mai generale ı̂ntre douǎ minime [22–24]. Acest caz special este

asociat cu aşa-numitul fenomen de coexistenţǎ a formelor cu amestec [21].

În sfârşit, atunci când bariera separatoare este sub nivelul stǎrii fundamentale, efectul
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acesteia ı̂ncepe sǎ scadǎ pânǎ devine complet neglijabil. Apogeul acestei tendinţe constǎ

ı̂n obţinerea unei funcţii de undǎ pentru starea fundamentalǎ cu un profil al probabilitǎţii

de deformare având un singur vârf foarte extins ce cuprinde ambele gropi de potenţial.

În acelaşi timp, starea 0+ β excitatǎ va cǎpǎta un caracter vibraţional mult mai pronunţat.

Toate aceste aspecte sunt bine-cunoscute ca fiind signaturi ale fluctuaţiilor mari ale formei

nucleare ce au loc ı̂n punctele critice ale tranziţiei de fazǎ dintre forma sfericǎ şi cea de-

formatǎ a nucleului atomic.

Degenerarea stǎrilor teoretice conform grupului SO(5) este rar regǎsitǎ ı̂n spectrele

colective experimentale. Pentru a ı̂mbunǎtǎţi aplicabilitatea formalismului, realizarea ex-

perimentalǎ a acestuia este cǎutatǎ cu un termen rotaţional invariant la grupul SO(3),

folosit pentru desfacerea multipleţilor de senioritate ı̂n componente cu moment cinetic

distinct. Justificarea teoreticǎ a unui astfel de termen vine din considerente de sime-

trie. Modelul Bohr ı̂n general satisface o algebrǎ Heisenberg-Weyl ce genereazǎ grupul

HW (5) [25]. Funcţiile de undǎ ale bazei de diagonalizare folosite ı̂n acest studiu sunt

clasificate conform numerelor cuantice asociate lanţului de subgrupuri:

E(5) ⊂ SO(5) ⊂ SO(3) ⊂ SO(2), (12)

ξ τ L M

unde E(5) este simetria dinamicǎ pentru soluţia Hamiltonianului Bohr γ-instabil cu un

potenţial de tip groapǎ dreptunghiularǎ infinitǎ pentru variabila β, iar SO(D) sunt gru-

purile speciale ortogonale ale rotaţiilor ı̂n D = 2, 3 şi 5 dimensiuni. Atunci, produsul

semi-direct [HW (5)]E(5) defineşte grupul de simetrie dinamicǎ care este potrivit pentru

tratarea Hamiltonianului Bohr ı̂n varianta sa γ-instabilǎ cu un potenţial ce are mai multe

minime. Cea mai generalǎ formǎ a Hamiltonianului ı̂ntr-o astfel de simetrie este dat de

suma operatorilor Casimir din lanţul de subalgebre al grupului şi un potenţial ı̂n variabila

β

H[HW (5)]E(5) = c1C[E(5)] + c2C[SO(5)] + c3C[SO(3)] + V (β), (13)

unde ci(i = 1, 2, 3) sunt parametri liberi. Operatorul Casimir al lui E(5) este exact opera-

torul cinetic al Hamiltonianului Bohr, ı̂n timp ce C[SO(5)] = Λ̂2 iar C[SO(3)] = L̂2. Pentru

o reproducere cantitativǎ a datelor experimentale cu un numǎr cât mai mic de parametri,

cel de al doilea operator Casimir poate fi omis. Aceastǎ alegere se rezumǎ la modificarea
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Hamiltonianului (1) prin adunarea unui termen ce conservǎ simetria SO(5), şi anume L̂2.

Acesta are menirea de a desface multipletul τ de nivele energetice fǎrǎ a schimba funcţia

de undǎ totalǎ [26]. Acest lucru este posibil deoarece armonicile sferice SO(5) sunt funcţii

proprii atât pentru Λ̂2 cât şi pentru L̂2 şi L̂3 cu valorile proprii L(L+ 1) şi respectiv M .

Formalismul, fǎrǎ nici o restricţie impusǎ parametrilor a şi b, a fost aplicat cu succes

pentru descrierea stǎrilor de energie joasǎ ale nucleelor 96,98,100Mo, scoţând ı̂n evidenţǎ

aspecte legate de coexistenţa de forme a acestor nuclee.
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